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A Eduardo Carrasco 


Prólogo 


Redacté una buena parte de este libro entre agosto 
y diciembre de 1999, distribuyéndola por e-mail en en- 
tregas sucesivas a los partícipes en el curso que tenía a 
mi cargo en la Facultad de Filosofía de la Universidad 
de Chile. Luego lo fui puliendo y completando, en varios 
períodos breves, separados por largas interrupciones du- 
rante las cuales me ocupé con otras cosas, hasta darlo 
finalmente por hecho en febrero de 2007. Por su origen 
y en cierta medida por su tema, el libro guarda relación 
con la antología Filosofía de la naturaleza que publiqué 
en 1971. En ambos casos, coloqué deliberadamente en 
el título la expresión con que Newton designaba a la físi- 
ca. Y en ambos libros me he empeñado en mostrar, sin 
majadería pero también sin disimulo, cómo el fructífero 
pensamiento de Newton y su maestro Galileo, basado en 
la anotación diligente y la manipulación algebraica de 
cantidades observables, se aparta del conocimiento de 
esencias imaginado por Aristóteles. Pero en este nuevo 
libro, a diferencia del primero, me refiero ampliamente 
alos predecesores griegos del método galileo-newtonia- 
no, Eudoxo, Arquímedes, y los astrónomos helenísticos, 
Hiparco y Apolonio, cuya enseñanza recogió Tolomeo. 

El subtítulo del libro —“Modelos matemáticos en la 
filosofía natural” — nombra su idea central. Espero que 
el texto aclare bien el significado que le doy a las dos fra- 
ses que lo componen. Pero es justo y oportuno dar aquí 
un par de indicaciones preliminares al respecto. 


“Filosofía natural —en griego, puLocopía puorkn— 
es el término acuñado por Aristóteles para designar la 
investigación científica de la naturaleza —qúoic— esta- 
blecida por él según el ejemplo de los grandes pensado- 
res jonios y a despecho de las advertencias de Platón. El 
nombre perdura, traducido al latín y a las modernas len- 
guas europeas, en las universidades del medioevo cris- 
tiano y figura todavía en el título del tratado en que Isaac 
Newton sienta las bases de la física moderna: Philosophiae 
naturalis principia mathematica, esto es, “Principios ma- 
temáticos de la filosofía natural”. Posteriormente fue 
reemplazado por física” (Physik”, “physique”, “physics, 
fisica”), que simplemente trascribe y adapta a nuestro 
idioma (o, respectivamente, al alemán, francés, inglés 
o italiano) el adjetivo pgvorkí (natural”) que acompaña 
a filosofía' en el griego de Aristóteles. En Escocia, el 
nombre “filosofía natural' siguió dándosele a las cátedras 
de física durante todo el siglo XIX. Y William Thomson 
(Lord Kelvin) y Peter Guthrie Tait titularon Treatise on 
natural philosophy (“Tratado de filosofía natural”) el gran 
libro sobre los fundamentos de la mecánica que publi- 
caron en 1883. 

En cuanto a la frase modelo matemático', ella de- 
signa aquí, para empezar, a cualquier representación 
geométrica o numérica de situaciones o procesos reales. 
Durante el período estudiado, el concepto de número se 
fue ampliando sucesivamente hasta incluir, además de 
los números “naturales” que empleamos para contar, el 
cero, los enteros negativos, los números racionales (frac- 
ciones), los números reales y los números complejos. 
En cambio, el concepto de objeto geométrico se man- 
tuvo estable, comprendiendo los puntos sin extensión, 
las líneas sin anchura y las superficies sin espesor de la 


geometría familiar, además de los cuerpos que tienen 
tales objetos como límites. Evidentemente, todo modelo 
matemático de procesos tiene que incluir algún modo 
de representación numérica o geométrica del tiempo 
en que estos ocurren. El modelo puede limitarse a re- 
presentar las posiciones sucesivas de los objetos con 
respecto a un marco de referencia espacial (modelos ci- 
nemáticos) o incluir una representación de las tenden- 
cias o “fuerzas” inherentes en el proceso y cuyo estado 
actual permite calcular su evolución pretérita y futura 
(modelos dinámicos). 

Debido a la incansable invención matemática de los 
siglos XIX y XX, cuando ahora hablamos de modelos 
matemáticos tenemos que rebasar los límites del con- 
cepto de representación geométrica o numérica, adoptado 
aquí “para empezar”. Hoy por hoy, un “modelo matemá- 
tico' es cualquier representación de situaciones o proce- 
sos reales mediante objetos o sistemas de objetos de esos 
que estudian los matemáticos. Determinar con exactitud la 
índole y variedad de tales objetos es tan ocioso y estéril 
como definir la poesía. Entiendo que la física teórica de 
hoy busca describir y comprender los fenómenos que le 
interesan representando simplificada e idealizadamente 
aspectos o fragmentos del acontecer natural mediante 
estructuras matemáticas (en esta acepción general). 

Aquí se trata de ilustrar documentadamente, me- 
diante ejemplos específicos, los comienzos de este modo 
de hacer física entre los griegos y su renacimiento en el 
siglo XVII europeo. Además de un interés histórico, esta 
forma de acercarse a la fisica y a la reflexión filosófica 
sobre la física tiene una evidente ventaja didáctica, por 
cuanto las estructuras matemáticas a que recurren los 
científicos desde Eudoxo hasta Newton son accesibles 


a un estudiante aprovechado de los establecimientos 
de enseñanza media (o “secundaria”). En cambio, las 
estructuras de que se vale la física del siglo XX para 
modelar las interacciones fundamentales que discierne 
en la naturaleza no pueden explicarse debidamente sin 
recurrir a ciertas ramas de la matemática —tales como 
el análisis funcional, la geometría diferencial y la teoría 
de los grupos de Lie— que se enseñan en cursos uni- 
versitarios avanzados. 

Cito las fuentes primarias y secundarias mediante 
abreviaturas convencionales, que es fácil descifrar con- 
sultando la lista de obras citadas o consultadas (pp. 367- 
374). Esta suministra referencias bibliográficas precisas 
a todas las obras que menciono, así como a otras que 
consulté mientras preparaba el libro, pero no pretende 
dar cuenta de todas mis deudas con la literatura. Un lec- 
tor voraz como yo llega al fin de su vida habiendo leído 
mucho menos de lo que quiso pero muchísimo más de lo 
que puede recordar. Para citar un ejemplo que no he olvi- 
dado por completo: el primer libro que leí sobre Galileo 
fue La philosophie naturelle de Galilée de Maurice Clavelin; 
me impresionó mucho y seguramente pesa todavía en lo 
que escribo sobre el tema; pero no he querido ponerlo 
en la lista, porque ya no sé lo que dice y no lo tengo a 
mano para repasarlo. 

He traducido todos los pasajes que cito de otras len- 
guas europeas. Cuando el original está en griego o en 
latín normalmente he consultado otras traducciones al 
castellano, inglés, francés o alemán. En la bibliografía 
menciono las que tuve a la vista. Pero casi siempre mis 
traducciones se apartan en algo de las anteriores. Esto 
ocurre incluso en algunos casos en que doy una refe- 
rencia precisa a una traducción castellana para facilitar 


la búsqueda al lector que quiera ver el pasaje en su con- 
texto. Suelo dar también el original griego o latino de 
algunas citas, en parte para mi propio contentamiento 
—<ue nunca se logra con una traducción, aunque uno 
mismo la haga— pero en parte también en la ilusión de 
que hay personas en Hispanoamérica y España que po- 
drían gozar leyéndolas. 

Las figuras se inspiran todas en diseños conocidos. 
Las figs. 1-3 y 5-12 son tan obvias que no sabría decir 
de dónde las he tomado. Las figs. 4 y 13-21, que 
ilustran aspectos de la astronomía griega, se basan en 
obras modernas que menciono en su oportunidad. 
Casi todas las restantes imitan las figuras impresas en 
la ediciones originales de Kepler, Galileo y Newton 
para ilustrar, respectivamente, las mismas ideas y 
razonamientos. Hice todos los dibujos con mi 
computadora Macintosh G5, utilizando el programa 
Illustrator CS2. No he olvidado la desesperada 
exasperación que me causaba, cuando joven, mi total 
inepcia para el dibujo técnico: nunca logré trazar rectas 
uniformemente finas con mi tiralíneas ni detenerlo 
exactamente en el punto requerido por la cons- 
trucción. Ahora entono himnos de alabanza a los 
creadores del hardware y el software que me han permi- 
tido superar esta limitación a pesar de que, según 
expertos grafólogos, a las personas de mi edad les 
tiembla la mano hasta para firmar su nombre. 

El Índice de nombres y términos (pp. 379-386) per- 
mite ubicar en el texto principal y en la notas todos los 
pasajes donde se mencionan personas, así como las 
definiciones y explicaciones de ciertos términos; pero 
no es propiamente un índice analítico de conceptos, y 
por tanto no sirve para perseguir temas a lo largo de 
todo el libro. 


Como indico en su lugar, las $f 5.4, 6.3 y 6.4 proce- 
den de otras tantas secciones de mi libro The Philosophy 
of Physics (1999). Agradezco a la Cambridge University 
Press la autorización para incluirlas aquí. 

Doy las gracias a Carla Cordua, que me apoyó in- 
telectual y moralmente en la preparación de este libro, 
como en la de todos los que he publicado; a Eduardo 
Carrasco, que me invitó a dar el curso “Modelos mate- 
máticos en la filosofía natural” en el marco del programa 
de doctorado que coordinaba, a sabiendas de que no ba- 
tiría records de matrícula; a los profesores Carlos Peña y 
José Tomás Alvarado, que me honraron y alentaron con 
su presencia en la clase, y a mis alumnos —“regulares” 
y “oyentes”— cuyas preguntas y observaciones críticas 
dieron vida al curso. La intervención de Eduardo en el 
nacimiento del libro me sugirió la idea de dedicárselo, 
como expresión de mi amistad y también de mi gratitud 
por otro libro, escrito por él, en el que intervengo yo. 


Santiago de Chile, 1 de marzo de 2007. 


1 
Eudoxo 


EUDOXO NACIÓ EN KNIDOS, colonia griega en el extre- 
mo surponiente de Asia Menor, probablemente el año 
390 a.C.; esto es, unos seis años antes que Aristóteles. 
A los 23 años se trasladó a Atenas, donde habría estu- 
diado en la Academia de Platón. Hacia el año 362 esta- 
bleció su propia escuela de geometría en Kyzikos, en la 
Propóntide (hoy, Mar de Mármara). Volvió a Atenas el 
350. Murió en Knidos a los 53 años de edad, o sea, pro- 
bablemente en 337 a.C. 

El logro más importante y duradero de Eudoxo fue 
su teoría de las proporciones, que servirá de base a la 
representación matemática del acontecer físico hasta la 
definición de los números reales por Weierstrass, Méray, 
Dedekind y Cantor en la segunda mitad del siglo XIX. 
Explico esta teoría en la ( 1.1. Por otra parte, Eudoxo 
creó el primer modelo cinemático del movimiento de los 
planetas, que Aristóteles incorporó luego en su sistema 
del mundo. A ello se refiere la $ 1.2. 


1.1 La teoría de las proporciones 


1.1.1 Multitud y magnitud. Desde antiguo se distinguen 
dos clases de cantidades: cantidades discretas o multitu- 
des y cantidades continuas o magnitudes. Para contestar 
a la pregunta “¿Cuánto»” (en griego, rocóv;), las multi- 
tudes se cuentan, la magnitudes se miden. En su “voca- 
bulario filosófico” —Metafísica, A— Aristóteles explica 
estos conceptos así: 
Cantidad (mocóv) se llama lo que es divisible en com- 


ponentes (évura.pxovta —literalmente: [cosas] pre- 
sentes-en”), cada uno de los cuales es por naturaleza 
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un uno y un esto (év ti xo. tóde 11). Una cantidad es 
una multitud (A Bos) si es numerable («p19untóv) y 
una magnitud (uéyedos) si es mensurable (uetpntóv). 
Multitud se llama lo que en potencia es divisible en no 
continuos (seis un ovvexf), magnitud lo que [es divisi- 
ble] en continuos (eic ovvexh). 

(Aristóteles, Metafísica, A 13, 1020*7-12) 


Siempre es posible comparar los tamaños de dos 
multitudes de una misma especie, ya que, si una de 
ellas no es igual a tantas veces la otra, hay en todos los 
casos dos enteros positivos n y m tales que n veces la 
una es igual a m veces la otra. Por ejemplo, si A y B son 
dos rebaños de 42 y 60 ovejas, respectivamente, es claro 
que 10A = 7B. En tal caso, expresamos exactamente la 
relación entre los tamaños de A y de B como un cociente 
o razón entre enteros: A = (7/10)B, o A es un 70% de B. 
En cambio, las magnitudes no siempre pueden compa- 
rarse de este modo. 


1.1.2 Magnitudes inconmensurables. Es fama que la es- 
cuela de Pitágoras identificó todas las cosas con los nú- 
meros.! Nadie sabe con precisión cómo lo entendían, 
pero es claro que números (d.piBuot), para ellos, eran 
los enteros positivos que usamos para contar. 1, 2, 3)... 
(En aras de la brevedad, en todo este capítulo utilizo nú- 
mero' solamente en esta acepción, excepto cuando me 
refiero a la definición newtoniana de “número”, donde la 
misma cita de Newton explica el sentido que él le daba 
a esta palabra.) Comprobaron que hay relaciones numé- 
ricas simples entre las longitudes de dos cuerdas que, 
pulsadas juntas, producen acordes armoniosos. Con la 
imaginación inflamada por este hallazgo, propulsaron 
una numerología universal. La empresa se fue a pique 


cuando un miembro de la escuela descubrió que en el 
mundo hay magnitudes inconmensurables. 

Diremos que dos magnitudes A y u son conmensu- 
rables si hay dos números p y q, primos entre sí, tales 
que p x2=qx u.* Nadie espera que esta condición sea 
cumplida por magnitudes de distinta clase, por ejem- 
plo, un área y un volumen. Diremos, empero, que dos 
magnitudes de la misma clase —por ejemplo, dos dis- 
tancias— son inconmensurables, si la condición indica- 
da no se cumple. Los pitagóricos descubrieron que hay 
magnitudes inconmensurables, en este preciso sentido. 
Adviértase el alcance, aparentemente desmesurado, de 
esta aseveración: dadas las magnitudes A y u no hay en 
todo el infinito dominio de los números un par (p,q) que 
satisfaga la ecuación px 2=q x u. Sin embargo, los grie- 
gos pudieron establecer la inconmensurabilidad de mag- 
nitudes familiares apelando a conceptos y argumentos 
elementales. Veamos cómo. 

Según von Fritz (1945), 
el pitagórico Hipaso de  B € 
Metaponte demostró a me- 
diados del siglo V a.C. que 
el lado de un pentágono 
regular es inconmensura- 
ble con su diagonal. Pero 
es más fácil probar la in- 
conmensurabilidad entre 
la base y la diagonal de 
un cuadrado. Conforme 
al teorema llamado de A Fig. 1 D 
Pitágoras, el área de un 
cuadrado ABCD es igual a la mitad del área del cuadra- 
do construido sobre la diagonal AC (fig. 1). Tenemos, 
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pues que AC? = 2AB?. Supongamos que AB y AC son 
conmensurables, esto es, que existen dos números, p y 
q, primos entre sí, tales que px AB = q x AC. Es claro, 
entonces, que p> 1, puesto que AB<AC, y que q > 1, 
puesto que AC < 2AB. Además, obviamente, 


p?x AB? = q? x AC? = q? x 2AB? (1.1) 


Dividiendo ambos extremos de la ecuación (1.1) por AB?, 
se obtiene 


p' =2g? (1.2) 


Por tanto, p es un número par. (Si p fuese impar, sería 
igual a 2n + 1, para algún número n; pero, en tal caso, p? 
= 41? + 4n + 1=4(n? + n) + 1%2g?, cualquiera que sea el 
número q). Entonces, hay un número m tal que p = 2m 
y podemos escribir: 


2q? = p?= (2m)? = 4m? (1.3) 


De modo que q? = 2m?, y q es un número par. Pero esto 
contradice la suposición inicial de que p y q son primos 
entre sí. Por tanto, el lado AB de un cuadrado cualquiera 
ABCD no es conmensurable con la diagonal AC. 

En rigor, hemos probado que no hay un par de nú- 
meros p y q tales que (p/q)?= 2. En otras palabras, la raíz 
cuadrada de 2 no puede expresarse como un cociente o 
razón entre números. Como “razón” en griego —tam- 
bién en esta acepción aritmética— se dice logos (Aóyoc), 
a las magnitudes de este género se las llamó alogoi (4»mo- 
yo1), esto es, “irracionales”. "Ieeteto —el joven geómetra 
cuyo nombre lleva un diálogo de Platón— mostró que 
a ese mismo género pertenece la raíz cuadrada de todos 
los números hasta el 17 (con excepción del 4 y el 9). 


1.1.3 Magnitudes proporcionales. Confrontado con esta 
situación, Eudoxo tuvo la ocurrencia de concebir el logos 
—-razón o “proporción — entre magnitudes de la misma 
clase, de modo que sea posible compararlas exactamen- 
te aunque no sean conmensurables en el sentido de la 
f 1.1.2. Euclides nos ha transmitido la teoría de Eudoxo 
en el libro V de los Elementos. A continuación, parafra- 
seo, explico y comento algunas de las definiciones que 
figuran a la cabeza de este libro. 


DEFINICIÓN V.4. Se dice que hay una proporción o razón 
(Ayoc) entre dos magnitudes si cada una de ellas, mul- 
tiplicada por un número, supera a la otra. 


Explicación. Sean 2 y 4 dos magnitudes. Diremos que 
entre 2 y y existe la proporción o razón A:u si hay nú- 
meros n y m tales que n veces 1 es una magnitud mayor 
que A, y m veces 2 es una magnitud mayor que u (sim- 
bólicamente: 2 < nu y 4 < mA). Diremos, asimismo, que 
A es el antecedente y u el consecuente de la razón 2:p.* 


Comentario. Comprobamos en el acto que la relación A 
tiene una razón con y reúne las tres características de 
una relación de equivalencia: (i) es simétrica (la explica- 
ción anterior no cambia esencialmente si intercambia- 
mos los símbolos A y 1); (ii) es reflexiva (reémplacese 
u con A en la explicación anterior), y (iii) es transitiva, 
como paso a mostrar. Si existen las razones k:2 y A:p, 
también existe la razón k:u. En efecto, si hay números 
k y n tales que kk >2 y n2 > k, y hay números m y q ta- 
les que mu > A y gh > y, es claro que (qk)x > y y (nm)u 
> K. 

Por ser una equivalencia, la relación “E tiene una 
razón con £' divide exhaustivamente la categoría de las 
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magnitudes en clases de equivalencia, mutuamente ex- 
cluyentes.* Diremos que las magnitudes A y f son homo- 
géneas si la razón A:u existe, esto es, si pertenecen a la 
misma clase de equivalencia determinada por la relación 
“tiene una razón con”; de lo contrario, diremos que 4 y u 
son magnitudes heterogéneas. Evidentemente, A y 4 son 
necesariamente heterogéneas en este sentido especial si 
son magnitudes de distinta clase en el sentido corriente; 
por ejemplo, si A es una distancia y u es un volumen. 
Pero la definición V.4 no impide que sean heterogéneas 
dos magnitudes que espontáneamente consideraríamos 
de la misma clase. 

Consideremos un ejemplo (fig. 2). Sea P un punto 
fuera de una recta r. Sea PQ la perpendicular bajada des- 
de Pa r. La recta r forma con PQ dos ángulos iguales, a. 
y P. Obviamente, a < 2fB y B < 2a, así que a y PB son mag- 
nitudes homogéneas. Consideremos ahora el círculo con 
centro en P y radio PQ. Este círculo también forma con 
r dos ángulos iguales, y y y. Es claro que q < a; pero 


no hay ningún número n tal que a < ne. Por tanto, a 
y q son, en nuestro sentido, magnitudes heterogéneas, 
aunque ambos son ángulos y, por ende, de la misma 
clase, en el sentido corriente del término. Cabe siempre 
estipular que no lo son, que un ángulo como a, formado 
por dos rectas, no es la misma clase de magnitud que 
un ángulo como q, formado por una recta y un círculo. 
Estipulaciones como esta permitirían asegurar, en todos 
los casos, que son de la misma clase solo las magnitudes 
homogéneas en el sentido indicado.* 

Una estipulación que trabaja en este mismo sentido 
es el quinto postulado o “supuesto” (AauBavóuevov) que 
figura al comienzo del tratado de Arquímedes, Sobre la 
esfera y el cilindro, el cual puede parafrasearse así: 


SUPUESTO 5. Si dos líneas, o dos superficies, o dos cuer- 
pos son desiguales entre sí, la diferencia entre ambos 
es una magnitud tal que, combinada consigo misma, 
puede exceder a cualquiera de las magnitudes compa- 
radas.? 


La expresión “combinada consigo misma” (ovvti- 
Déuevov adTÓ ¿OVTA) se refiere, evidentemente, a la ope- 
ración de juntar copias de la magnitud considerada, esto 
es, de multiplicar dicha magnitud por un número. En 
la jerga moderna que he venido utilizando, el Supuesto 
5 puede expresarse así: “Si 2 y u son dos líneas, o dos 
superficies, o dos cuerpos, tales que A < u, hay siempre 
un número positivo n tal que n(u—A) > u > 2”. La frase 
“cualquiera de las magnitudes comparadas” que cierra 
mi enunciado corresponde a una frase griega que ha 
sido entendida de diversas maneras (véase nota 7). En 
la versión que yo doy, el Supuesto 5 quiere decir que la 
diferencia entre las magnitudes comparadas A y u es 
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homogénea con ambas (y, por ende, que estas son ho- 
mogéneas entre sí). Me explico. Para abreviar escribo 8 
en vez de (u — 4). Si hay un n tal que nó > y, es claro que 
existe la razón 0:1u (puesto que, obviamente, 1 x u > 0). 
Por tanto, según el Supuesto 5, la diferencia 8 entre las 
magnitudes propuestas A y u siempre es homogénea a 
la mayor. Por otra parte, como u > A, ng > A. Por tanto, Ó 
es homogénea a 1 sid > 0. ¿Qué ocurre si 2 < 87 Como 
$ es homogénea a u, y A = 1-8, podemos invocar el 
Supuesto 5 para establecer, mediante el razonamiento 
anterior, que A es homogénea a 6. Por tanto, el Supuesto 
5, en la versión preferida aquí, dice que la diferencia en- 
tre dos líneas (superficies, cuerpos) pertenece a la mis- 
ma clase de magnitudes homogéneas que cada una de 
esas dos magnitudes e implica, de paso, la homogenei- 
dad de dos líneas (superficies, cuerpos) cualesquiera. 
En la demostración de la Proposición X.1 de los 
Elementos, Euclides invoca una versión del Supuesto 5 
referida aparentemente a cualquier par de magnitudes 
desiguales (aunque las consecuencias de la Prop. X.1 
luego se aplican solo a magnitudes de las nombradas por 
Arquímedes, esto es, segmentos, áreas y volúmenes).* 
Retorno a las definiciones del libro V de Euclides. 


DEFINICIÓN V.5. Sean aL, fB, y y 8 magnitudes. Se dice 
que a y B están en la misma proporción que y y 9 si, al to- 
mar cualesquiera equimúltiplos de a y y, y cualesquiera 
equimúltiplos de $ y 5, los equimúltiplos de a y y a la 
vez superan o igualan a los equimúltiplos de f y S, o son 
superados por estos. 


Explicación. Euclides llama equimúltiplos de dos mag- 
nitudes A y u a las magnitudes que se obtienen al mul- 


tiplicar A y 1 por un mismo número. La Definición V.2 
estipula que la proporción en que a está con f es igual 
a la proporción en que y está con 8 (en otras palabras: a. 
es a B como y es a 9; simbólicamente, a: $ =y:8) si y solo 
si, cualesquiera que sean los números n y m, se cumple 
una de las tres alternativas siguientes: 


na > mb y ny > mó 
na = mf y ny = mó 


na < mp y ny < mó 


DEFINICIÓN V.7. Sean al, f3, y y 8 magnitudes. Si, toman- 
do equimúltiplos de a y y, por un lado, y de f y 8, por 
otro, el múltiplo de a. supera al múltiplo de f, pero el 
múltiplo de y no supera al múltiplo de 8, se dice que la 
razón entre al y $ es mayor que la razón entre y y 6. 


Explicación. Conforme a esta definición, diremos que 
a:B > y:5 si hay números n y m tales que na > mf, pero 
ny < mo. 


Las definiciones V.5 y V.7 establecen la posibilidad 
de comparar cuantitativamente dos magnitudes homo- 
géneas cualesquiera, aunque sean inconmensurables en 
el sentido de la $ 1.12. Para uniformar las comparaciones 
suele elegirse, en cada clase ” de magnitudes homogé- 
neas, una magnitud particular vy como unidad de medi- 
da. Entonces es posible formar la razón £: uy para cada 
magnitud E de la clase T' y comparar estas razones entre 
sí. Como todos saben, un acuerdo internacional estipu- 
la que la unidad de masa (el kilógramo) es la masa de 
un cubo metálico que se guarda en Sévres; por muchos 
años, la unidad de distancia (el metro) fue la distancia 
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entre dos rayas marcadas en una barra metálica que se 
guarda en el mismo lugar; la unidad de tiempo es el pe- 
ríodo de la radiación emitida en un determinado proceso 
físico, reproducible e identificable. 

Las definiciones eudoxianas trasmitidas por Euclides 
abren el camino para una teoría general de las razones, 
indiferente a la naturaleza de las magnitudes que origi- 
nalmente las forman. Desde ya, las definiciones citadas 
permiten comparar razones entre magnitudes de dis- 
tintas clases. Así, en la definición V.5, a y P pueden ser 
distancias mientras que y y 9 son volúmenes (o tiempos, 
o masas, etc.). Las definiciones V.13-V.18 y muchas de 
las proposiciones del libro V se refieren a distintas ope- 
raciones con razones. No tienen la generalidad de las 
que admite nuestra álgebra, pero preparan el camino. 
En particular, la Prop. V.24 introduce la adición de ra- 
zones con el mismo consecuente. Doy una paráfrasis, 
adaptada al simbolismo moderno. 


ProPosIcIióN V.24. Si a, B, y, A, H y v son magnitudes 
tales que a.:y =2:v y B:y = 1: v, entonces (a + fB):y = 
(A + u):v. 


Si pueden sumarse razones con el mismo consecuente, 
entonces cualquier razón puede sumarse a sí misma. 
Por consiguiente, es posible multiplicar una razón dada 
por cualquier número. Por ejemplo, 


3(a.:B) = (a+ a+a):B 


Por ende, dos razones cualesquiera, a: $ y y:5 pueden 
multiplicarse, respectivamente, por cualesquiera núme- 
ros n y m. En virtud de ello, las definiciones V.5 y V.7 
son aplicables a la razón (a: BP): (y: 8) entre a: f y y:0, la 


cual puede entonces compararse cuantitativamente con 
cualquier otra razón. 

En la $1.3 demuestro que dadas dos razones cuales- 
quiera, a menos que sean iguales, siempre hay una que es 
menor que la otra. (La demostración requiere un postu- 
lado similar al Supuesto 5 de Arquímedes, arriba cita- 
do).? Sobre esta base se puede establecer el siguiente 
teorema: 


TEOREMA DE CONMENSURABILIDAD DE LAS RAZONES 
EUDOXIANAS. Si a: fB y y:09 son razones en el sentido 
de Eudoxo, hay números m y n tales que m(a: PB) > y: 5 


y n(y:9)> a:B. 


Demostración. Por la proposición de la $1.1, tenemos 
que, o bien (i) a:P =y:8, o bien (ii) a.:B < y:5, o bien 
(111) a:B > y:0. 

En el caso (1), la proposición es obvia, con m=n=2. 

En el caso (ii), es claro que, si n= 1, n(y:0) > a: f. 
Probaré que hay un número m tal que m(a: fB) > y: 0. 
En virtud de la proposición V.24, esto equivale a probar 
que hay un número m tal que (ma): fB > y: 5. Según la 
definición V.7, este último aserto equivale, a su vez, a 
este otro: hay números m, p y q tales que pma > q$ pero 
py < q5. Como a: B y y:9 son razones, existen —confor- 
me a la definición V.4— números h y k tales que ha > $ 
y k3 > y. Tomemos m = q = hk y p = h. Entonces 


pma = h?ka > hkf = q 
py = hy < hkó = q5 


El caso (iii) se reduce al (ii), intercambiando varia- 
bles. | 
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Es oportuno señalar que el teorema de conmensu- 
rabilidad recién demostrado no aparece en los libros de 
Euclides ni de ningún otro matemático antiguo. Sin em- 
bargo, antes de que surgiera la teoría moderna de los 
números reales, la fisica matemática lo daba tácitamen- 
te por supuesto cuando formaba y comparaba razones 
entre magnitudes heterogéneas. En efecto, si a. y $ son 
magnitudes de distinta clase, por ejemplo, un ángulo y 
un intervalo de tiempo, respectivamente, y v, es la uni- 
dad de magnitud angular (el radián) y v, es la unidad de 
tiempo (el segundo), entonces, de acuerdo con lo dicho, 
existe la razón (a:v,):(B:v;), que puede y suele expre- 
sarse más simplemente así: a: PB; o también: a/p. 

Esto supone que las razones mismas constituyen una 
clase de magnitudes homogéneas. Los historiadores de hoy 
están de acuerdo en que ni Euclides ni, presumiblemen- 
te, Eudoxo lo vieron así.* En los Elementos de Euclides 
solo figuran razones entre magnitudes sensibles (por 
así decir): distancias, áreas, volúmenes. Sin embargo, 
me parece que hace falta solo un pequeño esfuerzo de 
abstracción para aplicar la Definición V.4 a cualquier 
par de objetos a y $ que admitan ser multiplicados por 
números y ordenados según su tamaño. Entonces, si 
hay un número m tal que mx a excede a $ y hay un nú- 
mero n tal que nx f excede a a, diremos que existe una 
razón entre los objetos a y B, aunque no sean objetos 
visibles ni tangibles. Me cuesta aceptar que los grandes 
geómetras griegos no hayan sido capaces de este esfuer- 
zo, aunque ciertamente no estaban poseídos por el afán 
de abstracción que distingue a la matemática moderna. 
Pero no dudo que Newton ya había dado ese paso cuan- 
do definió el número, con toda generalidad, así: 


Por número no entendemos una multitud de unida- 
des, sino más bien la razón abstracta que una cantidad 
cualquiera tiene con otra, del mismo género, que se 
toma como unidad. Y es de tres clases: entero, quebra- 
do, e irracional. Entero es aquel que mide la unidad; 
quebrado es aquel que mide una parte submúltiple de 
la unidad, e irracional es aquel con el cual la unidad es 
inconmensurable.” 


Por otra parte, es sabido que Kepler y Galileo se resistían 
a formar razones entre cantidades físicas heterogéneas 
y Huygens llegó incluso a criticar a Newton por incurrir 
en esta supuesta falta de rigor.” 


1.2 Modelos planetarios 


1.2.1 Los astros errantes. La observación asidua del cie- 
lo revela una importante diferencia entre los astros. La 
gran mayoría se mueve a unísono en torno a un punto 
del cielo, el polo visible para el observador. Como las dis- 
tancias entre ellos se mantienen constantes, se los agru- 
pa desde antaño en constelaciones cuya figura no parece 
variar con el trascurso del tiempo. Por eso los llamamos 
estrellas fijas, y firmamento a la bóveda rotatoria donde al 
parecer están firmes. Pero hay siete astros que, aunque 
avanzan de minuto en minuto con el firmamento, visi- 
blemente se desplazan con respecto a las constelaciones 
de semana en semana y aun, si observamos bien, de día 
en día. Son Mercurio, Venus, Marte, Jupiter, Saturno, la 
Luna y el Sol. A estos astros errantes los griegos los lla- 


maron planetas (rhovñtec), esto es, vagabundos.'* 
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Aunque la palabra griega sugiere un movimiento 
aleatorio, todos o casi todos los pueblos han percibido 
la regularidad del movimiento del Sol, que retorna a un 
mismo lugar entre las estrellas fijas en casi exactamen- 
te 365 días. También, por cierto, la periódica repetición 
de las fases de la Luna (aunque el detalle fino de su 
movimiento relativo a las estrellas fijas es uno de los 
problemas más arduos de la astronomía). Desde muy 
antiguo los griegos usaron un calendario que intenta- 
ba combinar el ciclo diario del firmamento con el ciclo 
mensual de la Luna y el anual del Sol. En Atenas, el año 
comenzaba el primer novilunio después del solsticio de 
verano, y tenía a veces doce, a veces trece meses.!* Como 
el ciclo de la Luna dura más de 29 y menos de 30 días, 
el número de días de cada mes oscilaba, según un es- 
quema fijo, entre 29 y 30. Sistemas como este rigen en 
toda Grecia desde antes de la primera Olimpíada (776 
a.C.), pero diferencias en la aplicación generaron a la 
larga discrepancias significativas entre las distintas ciu- 
dades, que se sumaban al inconveniente general de que 
con un calendario de este tipo el año civil no refleja el 
ciclo de las estaciones. En un pasaje de Platón, Sócrates 
circunscribe la “astronomía” (4otpovouia) al estudio del 
movimiento de los astros, del Sol y de la Luna y sus ve- 
locidades relativas.' Según Paul Tannery esta temática 
responde al interés en la reforma del calendario, para 
la cual “evidentemente había que determinar primero, 
lo más exactamente posible, en días y fracciones de día, 
la duración del período lunar y la del año solar trópico” 
(1895, p. 15). 

Pero ya en ese tiempo los astrónomos griegos se ha- 
bían propuesto una tarea más amplia. Timeo de Locri, 


el pitagórico que Platón usa como portavoz de su cos- 
mogonía, cuenta cómo “el Sol y la Luna y cinco otros 
astros denominados planetas nacieron para delimitar y 
preservar los números del tiempo”.!* Poco más adelan- 
te, explica que noche y día es el período de circulación 
del firmamento, año el del Sol y mes “cuando la Luna 
dando vueltas en su propio círculo alcanza al Sol”; pero 
que “los hombres —excepto unos pocos— no conocen 
los períodos de los otros astros, ni les dan un nombre, 
ni los observan midiéndolos unos con otros mediante 
números (ote Tpoc 4AMnAa CUULETPODVTOL OKOTODVTEG 
ap18uotc), y por eso no saben que el tiempo mismo, por 
decirlo así, consiste en sus vagabundeos (rivas), in- 
calculables en su variedad y asombrosamente abigarra- 
dos” (Timeo, 39c-d). Entre esos pocos hombres a quienes 
Platón, por boca de Timeo, atribuye estos conocimien- 
tos, el más notable, sin lugar a dudas, era Eudoxo, cuya 
representación matemática de los movimientos planeta- 
rios ocasionó, creo, un cambio total en la opiniones de 
Platón sobre su exactitud y su constancia.” 


1.2.2 Esferas homocéntricas. Para entender la astronomía 
eudoxiana conviene no perder de vista su propósito. 
Se trata de describir el movimiento y predecir las po- 
siciones de cada planeta en la bóveda celeste. Cuando 
Eudoxo diseña un modelo para uno de los siete “as- 
tros errantes” busca reconstruir, no la trayectoria de 
un cuerpo en el espacio, sino la de un punto o disco 
brillante sobre una esfera cuyo centro coincide con el 
de la Tierra. Este propósito se logra —sin decir nada 
sobre la distancia entre el planeta y la Tierra— si es 
posible expresar el azimut y la altura del mismo como 
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funciones del tiempo (fig. 3).** Cada modelo eudoxia- 
no consta de una serie de esferas homocéntricas —tres 
para el Sol y la Luna, cuatro para los otros astros— que 
giran uniformemente a distintas velocidades en torno a 
distintos ejes. En todos los modelos, la primera esfera 
gira diariamente en torno a los polos. Cada una de las 
siguientes tiene su eje fijo en dos puntos de la esfera 
inmediatamente anterior. El planeta está fijo en el ecua- 
dor de la última. 

Consideremos, por ejemplo, el modelo eudoxiano de 
la Luna, siguiendo la reconstrucción de Jacobsen (1999, 
p, 35). Consta de tres esferas que llamaré £,, £, y £,, 
concéntricas con la Tierra. La esfera £, gira de oriente 
a poniente en torno a los polos del firmamento, comple- 
tando su período en un día sideral, esto es, en el lapso 
que media entre dos tránsitos sucesivos de una misma 
estrella fija por el meridiano local. Desde nuestro punto 
de vista actual, el movimiento de £, simula, en el es- 
quema geocéntrico, el movimiento diurno de rotación 
de la Tierra. La esfera £, gira también de oriente a po- 
niente en torno un eje perpendicular a la eclíptica?” e 


inclinado, por tanto, en 23%40' con respecto al eje de £,. 
Este movimiento produce la regresión de los nodos de 
la Luna —esto es, de los puntos en que la trayectoria de 
la Luna cruza la eclíptica— y debe, por tanto, completar 
su período en 18,6 años (según los datos de que dispo- 
nemos hoy). Por último, la esfera £, gira de poniente a 
oriente en un período de unos 30 días siderales, en torno 
a un eje inclinado en 591' (según los datos de hoy) con 
respecto al eje de £,. Como dije arriba, los polos de £, 
(esto es, los extremos de su eje) son puntos fijos en £, y 
los polos de “£, son puntos fijos en £,. La Luna misma 
está fija en un punto del ecuador de “£, y, por eso, con la 
rotación de esta esfera, cruza la eclíptica cada mes, una 
vez en la dirección “ascendente” de sur a norte y otra en 
la dirección “descendente” de norte a sur. El ángulo de 
591' entre los ejes de £, y £, corresponde precisamente 
a la máxima latitud celeste alcanzada por la Luna. 

El modelo propuesto para el Sol es muy parecido al 
anterior. Motivado quizás por la analogía con la Luna, 
Eudoxo supuso erróneamente que la trayectoria del Sol 
está inclinada en medio grado respecto a la eclíptica, y 
que sus nodos avanzan en 360% al cabo de 2.922 años. 
Sean F,, FP, y F, las tres esferas que componen el mo- 
delo del Sol. Entonces %,, tal como £,, gira de oriente a 
poniente en torno a los polos del firmamento, comple- 
tando su período en un día sideral; F,, tal como £,, gira 
de oriente a poniente en torno a los polos de la eclíptica, 
pero en un período de 2.922 años; y F, gira, también 
de oriente a poniente, en torno a un eje inclinado en 
30' respecto al eje de F,, completando su período en 
un año sideral. Además de suponer un desplazamien- 
to inexistente del Sol hacia el norte y hacia el sur de 
la eclíptica, el modelo solar de Eudoxo es inadecuado 
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en por lo menos otros dos respectos. El primero y más 
notable consiste en que el Sol no recorre los cuatro cua- 
drantes de la eclíptica en el mismo número de días, de 
modo que las cuatro estaciones del año no duran lo mis- 
mo.” 60 ó 70 años antes de Eudoxo los griegos Metón y 
Euktemón dijeron haberlo observado, pero Eudoxo no 
lo tuvo en cuenta para nada, por lo cual Dreyer (1953, 
p. 93) estima que simplemente rechazó las observacio- 
nes de esos astrónomos. La adición de nuevas esferas al 
modelo del Sol por Calipo de Kyzikos, mencionada más 
adelante, habría respondido al deseo de subsanar este 
error. En el siglo II a.C., Hiparco de Nicea explicará la 
desigualdad de las estaciones separando el centro de la 
Tierra del centro de la esfera que transporta al Sol (f 3.4). 
La otra inexactitud del modelo solar de Eudoxo se debe 
a la precesión de los equinoccios, que fue descubierta 
por Hiparco. El plano de la eclíptica corta el ecuador 
del firmamento en dos puntos. Cuando el movimiento 
anual del Sol pasa por esos puntos la noche es igual 
al día (equinoccio, ionuepio). Comparando la posición 
de ciertas estrellas observada por él con la registrada 
por Timojaris 150 años antes, Hiparco concluyó que los 
puntos equinocciales se desplazan a lo largo del ecuador 
celeste a razón de no menos de un grado por siglo. Hoy 
sabemos que su circulación se completa en unos 25.800 
años, de modo que es casi un 40% más rápida de lo cal- 
culado por Hiparco. Ahora bien, si prescindimos de la 
esfera $), que simula un movimiento inexistente, basta 
insertar entre F, y 3 una nueva esfera $”, para que el 
modelo eudoxiano del Sol haga justicia al descubrimien- 
to de Hiparco. ", debe rotar uniformemente en 25.800 
años en torno al mismo eje y en el mismo sentido que 
FS, mientras que 3 gira anualmente en torno a un eje 


fijo en $", con una inclinación de 23%40' relativa al eje 
común de F, y $", (el eje del firmamento). En virtud de 
la rotación de $”, el punto en que este eje intersecta cada 
hemisferio de la bóveda celeste da una vuelta completa 
alrededor de polo respectivo en 25.800 años. 

Mi explicación de los modelos de la Luna y del Sol 
ayudará, espero, a comprender el esquema general adop- 
tado por Eudoxo para representar los movimientos pla- 
netarios, así como el método a seguir para mejorarlo a la 
luz de nuevas observaciones. Según un teorema matemá- 
tico descubierto por Joseph Fourier a comienzos del siglo 
XIX, es posible representar de este modo con la aproxi- 
mación que se quiera cualquier movimiento periódico de 
un punto sobre una esfera, por errático e irregular que 
parezca. Es cosa de multiplicar el número de esferas en 
rotación uniforme y elegir juiciosamente los parámetros 
del modelo. Un modelo eudoxiano con n esferas tiene 
2n — 1 parámetros ajustables, a saber, las n velocidades 
de las esferas y los n—1 ángulos que hay entre los ejes de 
cada par de esferas sucesivas. Ya Calipo de Kyzikos, dis- 
cípulo de Eudoxo, juzgó oportuno agregar dos esferas al 
modelo del Sol y otras dos al de la Luna, y enriquecer los 
modelos de Mercurio, Venus y Marte con una esfera cada 
uno. El libro de Calipo se perdió pronto y no sabemos 
mucho sobre el funcionamiento de estas esferas, pero 
Simplicio, en su comentario al De caelo de Aristóteles, 
explica, basándose en el testimonio de Eudemo, que las 
esferas añadidas al modelo del Sol servían para dar cuen- 
ta de la desigualdad observada por Metón y Euktemón en 
la marcha del Sol por los cuatro cuadrantes de la eclípti- 
ca, y que Eudoxo habría descartado.” 

Nada se ha dicho aquí sobre el radio y espesor de las 
esferas, porque no hace falta decir nada. Para desem- 
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peñar su función en un modelo eudoxiano las esferas 
pueden ser superficies geométricas sin espesor y con 
el mismo radio. Pues no son vehículos portadores del 
cuerpo del planeta, sino figuras geométricas —o, me- 
jor dicho, configuraciones cinemáticas— que permiten 
reconstruir la trayectoria efectiva, aparentemente irre- 
gular, de ese cuerpo como resultante de la ejecución 
simultánea de varios movimientos circulares unifor- 
mes en torno a un mismo centro. Veremos luego que 
Aristóteles, con su mentalidad cosista, exigirá que las 
esferas planetarias tengan una realidad corpórea, de una 
materia extraterrestre imaginada por él. Con ello solo 
logrará estropear la ocurrencia genial de Eudoxo, cuya 
representación aproximativa y ajustable del movimien- 
to observado de los planetas Aristóteles reemplaza con 
un dogma infundado y falso sobre la naturaleza de los 
cielos. 

Como las obras de Eudoxo se perdieron, no conoce- 
mos sus modelos planetarios con precisión. Sabemos 
sí que todos incluían una esfera que gira con el mismo 
período y en la misma dirección que la £, y la $, de 
los modelos que he descrito (siguiendo a Jacobsen), y 
otra que gira de poniente a oriente en torno a un eje 
perpendicular a la eclíptica (inclinado, pues, en 23%40' 
con respecto al eje de la anterior) en un período igual 
al período sideral del planeta (11,86 años en el caso de 
Júpiter). Las dos esferas adicionales que completan los 
modelos de Mercurio, Venus, Marte, Júpiter y Saturno, 
con parámetros peculiares de cada planeta, le permiten 
a Eudoxo dar cuenta de las etapas de retroceso (retro- 
gradación), respecto del movimiento anual del Sol, que 
exhiben estos planetas.” El movimiento combinado de 
las dos últimas esferas determina que el planeta, fijo en 


el ecuador de la cuarta describa una curva cerrada con 
la forma del signo oo sobre la superficie de la segunda 
esfera. Eudoxo llamó a esta curva hipopede (irroréÓn, 
literalmente, “manea'). El movimiento combinado de las 
dos primeras esferas transforma la manea en un bucle 
que la trayectoria visible del planeta traza periódicamen- 
te en el firmamento. La fig. 4, tomada de Jacobsen (1999, 
p. 39), ilustra dos bucles sucesivos producidos esta com- 
binación de movimientos en la trayectoria de Júpiter. La 
recta horizontal representa la eclíptica. Los puntos P, y 
P, denotan posiciones de Júpiter en oposición, separa- 
das por un lapso de aproximadamente 13 meses. El arco 
entre P, y P, mide 30? 21”. 


P, 
ESTE 
a ES 


Fig. 4 


2 OESTE 


Simplicio, en su comentario al De caelo de Aristóteles 
(p. 496, Heiberg), da en números redondos los valores 
que habría dado Eudoxo para el período sinódico (inter- 
valo entre dos conjunciones sucesivas del planeta con 
el Sol) y el período zodiacal (intervalo entre dos visitas 
al mismo punto del Zodíaco) de estos cinco astros. La 
tabla siguiente, tomada de Dreyer (1953, p. 100), permite 
comparar esos valores con los aceptados ahora. Esta ta- 
bla, basada en observaciones, no nos enseña nada sobre 
la eficacia predictiva de los modelos eudoxianos, pero da 
una idea del estándar de precisión que debían satisfacer. 
Notable, sí, es el enorme error en el período sinódico 
de Marte.” 
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Planeta Período sinódico Período zodiacal 
(días) (años) 


116 


570 | 584 
260 | 780 
390 | 399 
390 | 378 


1.3 Apéndice: Tricotomía de las proporciones 


En este apéndice, demostraré la proposición enun- 
ciada en la f 1.1.3 y que reproduzco a continuación. Uso 
caracteres griegos para designar magnitudes y caracteres 
latinos en cursiva para designar números enteros posi- 
tivos (que llamo simplemente números”). En un punto, 
la demostración invoca el siguiente postulado. 


PosTULADO A. Si las magnitudes a y f y el número n 
satisfacen la desigualdad 


na <pP<(n+ lja 
hay un número r tal que r(P — na) > a. 


Explicación. La desigualdad na < B < (n + 1)a. implica 
que la diferencia entre $ y na es menor que a. Dicho 
de otro modo: 

¿=(PB-na)<a 


El postulado afirma que para algún número r, re > 0; 
en otras palabras, que existe la razón e:a, que hay una 


proporción entre e y a. Se postula, pues, que si $ es una 
magnitud intermedia entre n veces a y (n + 1) veces a, 
la magnitud e en que f supera a na no es infinitesimal 
con respecto a a, sino que forma una razón con a. 


PropPosIcIÓN. Si a:P y y:9 son razones en el sentido 
de Eudoxo, o bien a:f < y:5, o bien a:fB = y:6, o bien 
a:B > y:6. 


Demostración. La definición de la igualdad entre razones 
implica que las razones a:fB y y:S son desiguales si hay 
un n y un m tales que se cumple una de las ocho con- 
diciones siguientes: 


O na > mf y ny < mó O na > mf y ny = mó 
O na < mf y ny > ms O na = mf y ny > mó 
O na > mf y ny < ms O na = mf y ny < ms 
O na < mf y ny > mó O na < mf y ny = ms 


Las condiciones O, O, O y O son casos especiales 
de las condiciones O, O, O y O, respectivamente. Por 
definición, a: > y:3 si se cumple la condición Ó y a.:f < 
y:9 si se cumple la condición Y (Euclides V, Def. 7). Para 
establecer la proposición basta probar, entonces, que la 
condición O implica que a:B < y:5. (Intercambiando va- 
riables, se deduce de ello que la condición GS implica 
que y:0 < a:f). 

Supongamos pues que hay números n y m tales 
que 

na <m 
y ny 2 mó (1.4) 


Tenemos que probar que, en tal caso, hay números n* 
y m* tales que 
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n*y > m*8 
y n*a <m*B (1.5) 


Consideremos separadamente los casos (1) ny > mó y 
(2) ny = ms. En el caso (1) es claro que las desigualdades 
(1.5) son satisfechas si n* = n y m* =m. El caso (2) es 
más complejo y hay que examinar varias alternativas. En 
todo caso, dado que existe la razón a.:fP, también existe 
la razón a.:mf. Por tanto, existe un mínimo número k 
tal que 


(n + kja > mB (1.6) 


Si k > 1, es claro que (n + k- 1)a < mf, pero (n + k- 1)y 
> mó. Por tanto, las desigualdades (1.5) son satisfechas 
sin*=(n+k-1) y m* =m. 

Por otra parte, como na < mf, hay un mínimo nú- 
mero h< m tal que 


na > (m- hp (1.7) 


Si h < m, es claro que ny > (m — h)8, de modo que las 
desigualdades (A1.5) son satisfechas si n* = mn y m* = 
(m- h). 

Está pendiente el caso en que k = 1 y m= h. En ese 
caso, ocurre que 


na <P 
y (n + 1)a > mp (1.8) 


Por tanto, las desigualdades (1.5) son satisfechas si n* 
=n y m* = 1, a menos que m = 1. Por otra parte, si m = 
1, las hipótesis que estamos considerando deben rees- 
cribirse así: 


na <pP< (n+ la 
ny =8 (1.9) 


Si fB = (n + 1a, las desigualdades (1.5) serán satisfechas 
sin*=2n+1ym*=2.Sif< (n+ 1)a, hay magnitudes 
e y n, tales que e + na =P yPB+n=-= (n+ l)a. Conforme 
al Postulado A, en tal caso hay un número mínimo r > 1, 
tal que re > a.. Entonces, 


(rn + 1)a =rna + a. < rna + re = TB 
Por otra parte, cualquiera que sea el número r, 
(rn + 1)y > ró 


Por tanto, en este caso, las desigualdades (1.5) son satis- 
fechas si n* =rn + 1 y m*=r. 

Hemos examinado todas las alternativas posibles, y 
en todas hemos hallado valores de n* y m* que satisfa- 
cen las desigualdades (1.5). 
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2 
Aristóteles 


EN LA HISTORIA QUE NARRO, Aristóteles (384-322 a.C.) 
juega un papel negativo, en cuanto rechaza expresamen- 
te el uso de conceptos matemáticos en la filosofía natural; 
pero también uno positivo, en cuanto emplea en varias 
ocasiones modelos matemáticos de procesos físicos y es- 
pecialmente en cuanto favorece y practica, implícita pero 
eficazmente, la representación de intervalos de tiempo 
mediante segmentos de recta. En el período de gestación 
de la física matemática moderna, alrededor de 1600, la 
filosofía aristotélica prevalecía aún —y tal vez más que 
nunca— en las universidades europeas. En su función 
negativa, la influencia de Aristóteles seguramente con- 
tribuyó al abierto antagonismo entre los promotores de 
la nueva ciencia y el saber establecido.' Pero no hay que 
desconocer su aportación positiva, sobre todo en lo que 
respecta a la matematización del tiempo. Atendamos su- 
cesivamente a los tres aspectos señalados. 


2.1 Índole de los conceptos físicos 


Aristóteles fue quien primero usó el adjetivo física 
(pgvoixn) como epíteto de una rama de la investigación 
(pLocogpía) o del saber (¿mot un), aquella que estudia 
y conoce la fysis (púcic) o “naturaleza” de las cosas, que 
él caracteriza como el principio de cambio inherente a 
cada cosa natural.? Ninguna cosa cambia si no puede 
ser otra que como actualmente es. La realidad natural 
reúne y combina, pues, lo actual y lo posible, lo que 
existe “en acto” (évtedexeta) y lo que existe “en poten- 
cia” (8vváquer). De hecho, Aristóteles define el cambio 
(xivno1c) como “la actualización de lo que existe en po- 
tencia, en cuanto tal” (N to Svvápuer ÓvtOG EVTELÉXELO, 
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y totodTovV, kivnotg ¿oriv—Physica, 1, 1; 201*10-11). 
Aristóteles identifica el componente de potencialidad 
propio de cada cosa natural con lo que llama la materia 
(Am) de esa cosa. Es claro, entonces, que un concep- 
to que prescinda de este componente, que no incluya 
entre sus connotaciones la materialidad del ente a que 
se refiere, no concibe a este como un ente natural y no 
es idóneo para la ciencia física. Ahora bien, conforme 
a la visión platónica compartida por Aristóteles y por 
muchos filósofos de la matemática hasta hoy, los con- 
ceptos matemáticos piensan las cosas abstraídas de su 
materia —al menos en la acepción aristotélica de esta 
palabra— sin contemplar o siquiera sugerir nada que 
pudiera estar “en potencia”, incompletamente determi- 
nado, inacabado en ellas. Por tanto, según Aristóteles, 
los conceptos matemáticos son, en principio, inadecua- 
dos para pensar en las cosas naturales. 

En varios pasajes de su obra, Aristóteles contrasta 
desde este punto de vista el término kowóc, “cóncavo', 
con el término o1wuóc, que traduciré “ñato',? el cual se 
aplica a una nariz cóncava, o más exactamente chata, 
corta y respingada, y a una persona con esa clase de na- 
riz. Compete a los aristotélicos que aún viven explicar- 
nos cómo conceptos como ñato, que connotan a la vez la 
forma y la materia de lo que así llamamos, nos ayudan 
a entender el acontecer físico —no digamos a controlar- 
lo— mejor que los conceptos matemáticos de la física 
moderna. Esta, como veremos, inventará, a despecho 
de Aristóteles, su propio modo de concebir la presencia 
actual del cambio en las cosas cambiantes. 

Cito a continuación algunos de los pasajes aludidos: 
“Lo impar y lo par y lo recto y lo curvo y también el nú- 
mero y la línea y la figura serán ajenos al movimiento, 


pero no la carne y el hueso y el hombre, los cuales se con- 
ciben como la nariz ñata, y no como lo curvo.”* “Puesto 
que la naturaleza es doble, la forma y la materia, hay que 
examinarla del mismo modo que si estudiásemos qué es 
lo ñato. Tales cosas ni son sin materia, ni se las consi- 
dera solo bajo el respecto material. [...] A quien dirija su 
atención a los antiguos le parecerá que el tema propio del 
físico es la materia; en efecto, Empédocles y Demócrito 
apenas si han tocado la forma y lo-que-es-ser-esto. Pero 
si la técnica? imita a la naturaleza y es propio de la mis- 
ma disciplina conocer la forma y hasta cierto punto la 
materia (como es propio del médico conocer la salud y la 
bilis y flema en que reside la salud, y, del mismo modo, 
pertenece al constructor conocer la forma de la casa y la 
materia, a saber, ladrillos y maderos; y así con las demás 
técnicas), también será propio de la física conocer ambas 
naturalezas.” “Las cosas definidas y los “qué-es', o bien 
son como lo ñato, o bien como lo cóncavo, consistiendo 
la diferencia en que lo ñato es una combinación de forma 
y de materia (porque ñata es una nariz cóncava), mien- 
tras que la concavidad es independiente de la materia 
sensible. Si todas las cosas naturales se describen como 
lo ñato —por ejemplo, nariz, ojo, cara, carne, hueso y, en 
general, animal; hoja, raíz, corteza y, en general, planta 
(pues ninguna de estas cosas se define sin el movimien- 
to, ya que su definición siempre implica la materia)—, 
es claro de qué modo hay que buscar y definir el “qué-es' 
en los seres naturales.” 

Sugestivo resulta el pasaje siguiente, tomado del ter- 
cer libro sobre el alma: “Pues la carne no existe sin su 
materia, sino, como lo ñato, es esto en esta. [...] A su vez, 
entre los entes abstractos, lo recto es como lo ñato, pues 
siempre va junto con lo continuo.”* 
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2.2 Modelos y raciocinios matemáticos 
en la física aristotélica 


No obstante las declaraciones que acabamos de leer, 
las obras de Aristóteles contienen numerosos argumen- 
tos que suponen una representación matemática de ob- 
jetos y procesos físicos. Presentaré algunos ejemplos. 
Para más detalles remito al lector a la espléndida obra 
póstuma de T.L. Heath, La matemática en Aristóteles 
(1949). 


2.2.1 Las esferas celestes. El libro A de la Metafísica de 
Aristóteles ofrece una exposición concisa y rotunda de 
lo que suele llamarse su sistema filosófico. En el capí- 
tulo 7 arguye que el movimiento eterno del cielo tie- 
ne que ser causado por un motor inmóvil que existe 
necesariamente (éS Gvdyknc Gpo. gotiv Óv), y por tanto 
noblemente (xo1 % dvdyxn, kaos), y de este modo es 
principio (koi ovtOc px). Sigue un famoso párrafo 
en que Aristóteles describe la “vida” ([oñ) de este prin- 
cipio, la cual consiste en pensar en sí misma y por eso 
es siempre tanto o más dichosa que la mejor que logra- 
mos a veces. De improviso, Aristóteles empieza a llamar 
al motor del cielo, sin más tapujos, “el dios” y cierra el 
párrafo así: “Decimos, pues, que el dios es un ser vivo 
eterno y óptimo, de modo que una vida y una duración 
de vida continua y eterna pertenece al dios; pues el dios 
es eso.”? A continuación, el filósofo retoma su sobrio 
estilo habitual, y declara haber demostrado la existencia 
de una sustancia (ovota) eterna e inmóvil y separada de 
las cosas sensibles, sin magnitud ni partes, indivisible, 
impasible e inalterable. 


El capítulo 8 empieza preguntándose si hay que pos- 
tular una o más sustancias así, y si más de una, cuán- 
tas." “Vemos —escribe— que fuera del movimiento 
simple del todo, al cual decimos que mueve la primera 
sustancia inmóvil, hay otros movimientos eternos, a sa- 
ber, los de los planetas. [...] Necesariamente cada uno de 
estos movimientos es causado por una sustancia de suyo 
inmóvil y eterna.”'' Tiene que haber, pues, tantos mo- 
tores inmóviles como movimientos circulares indepen- 
dientes. Para calcular cuántos son, Aristóteles recurre a 
los modelos astronómicos de Eudoxo y su continuador 
Calipo ($1.2.2). De hecho, debemos nuestro conocimien- 
to de esos modelos a este pasaje de Aristóteles y al que le 
dedica Simplicio en su comentario de la Metafísica. 

Para reunir estadísticas de la población divina del 
mundo, Aristóteles incorpora los varios modelos plane- 
tarios de Eudoxo en un solo sistema ordenado de es- 
feras homocéntricas amarradas de tal modo que cada 
esfera trasmite su rotación a todas las que le siguen. La 
jerarquía celeste empieza con el firmamento y termina 
con la esfera eudoxiana portadora de la Luna. Esta será 
arrastrada entonces por todas las esferas postuladas por 
Eudoxo para predecir separadamente los movimientos 
de Saturno, Júpiter, Marte, Venus, Mercurio y el Sol. Por 
tanto, es preciso ajustar o compensar de algún modo 
los movimientos de dichas esferas. Recordemos nuestra 
versión simplificada del modelo eudoxiano del Sol en la 
1.2.2. Consta este de dos esferas, P¿ y F,, tales que F¿ 
rota a velocidad angular constante w¿ en torno a los po- 
los y F, rota a velocidad angular constante w, en torno a 
un eje inclinado en 23.5? respecto al eje norte-sur. Para 
que la combinación de estas dos esferas con las esferas 
lunares de Eudoxo produzca el movimiento observado 
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de la Luna hay que compensar de algún modo los efectos 
de su rotación. Esto puede obtenerse de dos maneras. 
La más obvia consiste en añadir dos esferas más, que 
llamaré F'¿ y F,, que se muevan con velocidad angular 
—04 y —00,, respectivamente. Pero también sería posible 
recalcular los parámetros de las esferas lunares de modo 
que produzcan efectivamente el movimiento de la Luna 
bajo el supuesto de que están siendo arrastradas por S¿ y 
S.. Como la Luna de hecho comparte con el Sol y todos 
los planetas los movimientos aparentes que reflejan la 
rotación y la traslación de la Tierra, este procedimiento 
redundaría en la eliminación de los componentes del 
modelo lunar eudoxiano que simulan esos movimien- 
tos. Así, este segundo método resulta más satisfactorio 
desde el punto de vista teológico, pues no multiplica las 
esferas celestes sin necesidad y por tanto es más verosí- 
mil que acierte al número de dioses indispensable para 
mover los cielos. Pero Aristóteles, azorado quizás por 
la tarea de recalcular los parámetros de todas las esfe- 
ras eudoxianas correspondientes a planetas inferiores a 
Saturno, optó por el camino más fácil e interpuso entre 
cada par de planetas esferas compensatorias de los mo- 
vimientos atribuidos por Eudoxo a las esferas del respec- 
tivo planeta superior. Curiosamente, ni aun este método 
simplón supo aplicarlo bien. Dijimos que Eudoxo pos- 
tula 3 esferas para el Sol, 3 para la Luna, y 4 para cada 
uno de los otros cinco planetas; esto es, 26 esferas en 
total. Descontando las tres de la Luna, que no hay que 
compensar, quedan 23 esferas; agregándoles 23 esferas 
compensatorias y las 3 de la Luna, se obtiene un total de 
49 esferas. Calipo, por su parte, postula 4 esferas para 
Saturno y 4 para Jupiter, y 5 esferas para cada uno de los 
otros cinco astros; esto es, 33 esferas en total, 28 de las 


cuales hay que compensar. Esto da un total de 61 esferas. 
Sin embargo, Aristóteles cuenta, en total, 55 esferas bajo 
las hipótesis de Calipo, y 47 si, siguiendo a Eudoxo, atri- 
buimos solo 3 esferas al Sol y 3 a la Luna. ¿Cómo llega 
a estos números? El excedente de 8 esferas que según 
Aristóteles generaría la hipótesis de Calipo ya fue dis- 
cutido en el comentario de Alejandro de Afrodisias (ca. 
200 d.C.). Si le quitamos 2 esferas a la Luna, 2 al Sol y 2 
esferas compensatorias de estas últimas, el total cae de 
55 a 49, no a 47, como dicen los manuscritos del texto 
aristotélico. El astrónomo Sosígenes, creador del calen- 
dario Juliano (siglo 1 a.C.), propuso leer 9 (évvéa) en 
vez de 7 (éntd).'? Ello resolvería esta dificultad, mas no 
la diferencia entre el total de 61 esferas que calculamos 
arriba para un sistema planetario aristotélico basado en 
las hipótesis de Calipo y el total de 55 que computó el 
propio Aristóteles. Heath (1913, p. 219) explica esta cifra 
mediante la tabla siguiente: 


PLANETA Esferas Esferas 
deferentes compensatorias 
Saturno 


33 + 22 =55, esto es, precisamente el número declarado 
por Aristóteles. La diferencia con 61 viene de que Heath 
y presumiblemente Aristóteles no postulan esferas com- 
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pensatorias del movimiento diurno del firmamento (eje- 
cutado por la primera esfera de cada modelo planetario 
de Eudoxo), debido a que este movimiento es común a 
todos los planetas. Pero si el movimiento diurno de cada 
planeta ya está dado por la primera esfera de Saturno, 
habría que eliminar la esfera del firmamento en el mo- 
delo de cada planeta inferior a Saturno, esto es, 6 esfe- 
ras en total. De otro modo, el n-ésimo planeta rotaría 
en torno a los polos con una velocidad angular igual a 
n veces la del firmamento (o de la Tierra, como diría- 
mos hoy). Bajo el sistema de Aristóteles tal como lo en- 
tiende Heath podríamos observar seis puestas de Sol y 
siete de la Luna cada 24 horas. Que yo sepa, el primero 
que llamó la atención sobre este disparate fue Norwood 
Russell Hanson (1973). Para el lector moderno, claro 
está, el error de método cometido por Aristóteles en su 
cómputo del número de dioses es irrisorio comparado 
con su error de fondo al suponer que existe un dios y 
uno solo por cada rotación uniforme en torno al centro 
de la Tierra discernible en el cielo. 

He relatado este asunto en detalle, porque ofrece un 
contraste instructivo entre el estilo de trabajo intelectual, 
paciente y de alcance limitado, que ilustran los ejemplos 
estudiados en los otros capítulos de este libro y la apli- 
cación a la vez ambiciosa y chapucera de un producto 
de tal trabajo por “el Filósofo” por antonomasia. Pero 
más nos interesa aquí el contraste entre la enseñanza 
de Aristóteles sobre la índole de los conceptos físicos 
(expuesta en la $2.1) y su confianza en que puede recu- 
rrir a modelos matemáticos del cielo para investigar la 
demografía del panteón. La excepción a la regla general 
quizás le parece admisible en este caso porque según 
él el cuerpo simple que constituye el cielo, el aí8np o 


“quinta esencia”, no admite más que una forma posible 
de cambio, a saber, la rotación uniforme en torno a un 
punto fijo. Si el aspecto potencial o material de una sus- 
tancia se reduce a eso, sería viable una representación 
matemática de los procesos en que dicha potencialidad 
o materialidad se actualiza. 

Que Aristóteles se tomaba completamente en serio 
la realidad física de las esferas de Eudoxo queda demos- 
trado a mis ojos no solo por su “reconstrucción racional” 
del sistema mediante la adición de todas esas esferas 
compensatorias, sino también y de un modo muy per- 
suasivo por el argumento que aduce para probar que el 
cielo es esférico. 


Como es manifiesto y también hemos supuesto que el 
todo se mueve en un círculo y se mostró que no hay 
vacío ni lugar alguno más allá de la última periferie, 
es necesario por esto que el todo sea esférico. Pues si 
fuese poliédrico ocurriría que hay afuera un lugar y 
un cuerpo y un vacío. Un poliedro que gira no ocupa- 
rá nunca el mismo espacio, sino que donde el cuerpo 
estaba primero ahora no está, y donde ahora no está 
volverá a estar más tarde, debido a la alternancia de 
los ángulos. Lo mismo ocurriría si tuviese alguna otra 
forma con diámetros desiguales, como un haba o un 
huevo. En todos estos casos habría lugar y vacío fuera 
de la trayectoria circular, por cuanto el todo no ocupa 
el mismo espacio.'* 


En su comentario, Simplicio objeta que el argumento 
no es aplicable a un sólido generado por la revolución 
de una superficie plana de cualquier forma en torno al 
eje de rotación de los cielos. Pero esta objeción no tiene 
valor si, como supuso Eudoxo, los cielos comparten to- 
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dos un mismo centro pero giran en torno a diferentes 
ejes. Entonces tienen que ser esféricos, si no hay vacíos 
entre ellos. 


2.2.2 Imposibilidad de movimiento en el vacío. Aristóteles 
sostiene la inexistencia del vacío en el libro IV de sus 
lecciones de física. Para probar que es imposible hace 
presentes los absurdos que según él implicaría un movi- 
miento de traslación en el vacío.'* Tomemos el caso del 
movimiento forzado de un proyectil. Según Aristóteles, 
este requiere que el proyectil se mantenga en contacto 
con el motor que lo fuerza a moverse contra su tenden- 
cia natural a caer hacia el centro del universo. Por tanto, 
cuando un proyectil se separa de la mano que lo arroja 
sigue moviéndose por acción del aire que lo rodea. Esta 
es una de las doctrinas más problemáticas y extravagan- 
tes de la física aristotélica, y cuesta entender que haya 
seguido enseñándose hasta el siglo XVIT (aunque fue 
severamente cuestionada por Juan Filopón en la anti- 
giedad tardía, y por varios autores medievales); pero no 
nos corresponde discutirla. Veamos solo cómo la aplica 
Aristóteles al asunto que estamos considerando. 


Los proyectiles se mueven cuando ya no los toca aque- 
llo que los impulsó, ya sea, como algunos dicen, por 
antiperístasis,* ya sea porque el aire impulsado impul- 
sa al proyectil con un movimiento más rápido que su 
traslación [natural] que lo mueve hacia el lugar que le 
es propio.'* En el vacío, en cambio, no ocurre ninguna 
de estas dos cosas, y nada puede trasladarse excepto 
como lo que es acarreado. Además, nadie sabría de- 
cir por qué el móvil se detiene en algún punto [en el 
vacío]. ¿Por qué aquí más bien que allá? De modo que 
permanecerá en reposo o necesariamente se moverá con 


movimiento de traslación hasta el infinito, si algo más 
poderoso no lo impide.” 


Aristóteles da por descontado que la conclusión que he 
puesto en cursiva es absurda. Porque lo es, la premisa 
de que puede haber movimiento de traslación en el va- 
cío queda reducida al absurdo. No escapará al lector que 
dicha conclusión parafrasea parcialmente el principio de 
inercia proclamado como primera ley del movimiento 
por Newton y aceptado en la física aún hoy (véase nota 
5 al capítulo 6; la paráfrasis es parcial, por cuanto el 
texto de Aristóteles no especifica que el movimiento en 
cuestión sea uniforme y rectilíneo). El contraste nos da 
una clara idea del abismo que separa el pensamiento 
científico moderno de la mentalidad aristotélica. 

A continuación Aristóteles considera la caída de los 
cuerpos pesados.'* Para demostrar que ella no es posi- 
ble en el vacío, compara varias magnitudes físicas: las 
velocidades con que un mismo cuerpo cae en distintos 
medios, la densidad de estos y la duración de la caída. 
Aristóteles supone que hay proporciones o razones eu- 
doxianas entre las magnitudes de la misma clase y pos- 
tula la igualdad entre ciertas razones. Estas igualdades (y 
las que veremos luego en la $2.2.3) son, que yo sepa, las 
primeras ecuaciones dinámicas de que tenemos noticia. 
Así, no obstante su enseñanza sobre la índole propia de 
los conceptos físicos (2.1), Aristóteles estaba dispues- 
to, llegado el caso, a fundar doctrinas centrales de su 
filosofía natural apelando a representaciones matemá- 
ticas. El pasaje pertinente ocupa dos columnas enteras 
en la edición de Bekker (Physica 1V,8; 215*%25-216*23) 
y contiene complicaciones innecesarias, al menos para 
nosotros. Por eso, en vez de citarlo in extenso, daré una 
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versión simplificada y optimizada del argumento, rele- 
gando algunos puntos problemáticos a la nota 22. 

Según Aristóteles, la velocidad con que un cuer- 
po cae depende, ceteris paribus, de la índole del medio 
circundante. El medio retarda la caída si el mismo se 
mueve en la dirección opuesta, pero también —en me- 
nor grado— aunque esté en reposo, y tanto más cuanto 
menos fácil sea hendirlo, esto es, cuanto más espeso y 
compacto sea.!” “Siempre, pues, cuanto más incorpóreo, 
menos obstructivo y más fácil de hendir sea aquello a 
través de lo cual [el cuerpo] se traslada, se trasladará más 
velozmente.”? Supongamos que el grave A atraviesa el 
medio B en el tiempo C y el medio D en el tiempo E. 
Si la distancia recorrida en ambos casos es la misma, 
el tiempo que el cuerpo tarda en atravesarla es propor- 
cional a la resistencia del medio. “Sea, pues, B agua y 
D aire; cuanto más sutil e incorpóreo es el aire que el 
agua, tanto más rápido pasa A por D que por B: una 
velocidad tiene con la otra la misma proporción en que 
está el aire con el agua, de modo que si aquel es el doble 
de sutil [que esta] el tránsito por B tomará el doble del 
tiempo que toma el tránsito por D y el tiempo C será el 
doble del tiempo E.”? En suma, si simbolizamos, res- 
pectivamente, con pz y pp el grado de espesura o densi- 
dad o dificultad para ser hendidos del agua y del aire (p 
por Taxútnc), y con ty y tp el tiempo que A se toma en 
atravesar una distancia dada en cada medio, entonces, 
según lo que dice Aristóteles, tenemos que 


Pp:PB = to:tg (2.1) 


Sea px la densidad o espesura del vacío (K por xévov). 
Como este no presenta ninguna resistencia al hendi- 
miento, es claro que 


pe=0 (2.2) 


Por tanto, reemplazando el subíndice D con K en la 
ecuación (2.1), inferimos que el tiempo tx que un cuer- 
po se tardaría en caer en el vacío a través de una distan- 
cia dada es igual a 0, no importa cual sea esa distancia. 
Si este resultado nos parece absurdo, podemos dar por 
establecido que la caída libre no es posible en el vacío, 
que es lo que Aristóteles se había propuesto demostrar.” 
Un argumento similar le lleva a concluir que, aunque 
la velocidad con que distintas cosas atraviesan natural- 
mente un mismo medio depende de su ímpetu y su 
forma, todas caerán a la misma velocidad en el vacío, 
“lo cual es imposible” (icotaxh 4pa rávt” éotoar: GAN 
agvvatov—216221). “Es obvio, entonces, que si el vacío 
existe, ocurre lo contrario de aquello para lo cual fue es- 


tablecido por quienes sostienen que existe”.% 


2.2.3 Proporciones dinámicas. En el capítulo 5 del libro VII 
de la Física encontramos otro pasaje donde Aristóteles 
forma razones entre magnitudes físicas homogéneas y 
las utiliza para relacionar cuantitativamente magnitudes 
de distintas clases. Es muy probable que textos como 
este hayan ejercido una influencia directa sobre Galileo 
cuando formuló las primeras ecuaciones de la mecánica 
moderna (85.4) o, en todo caso, sobre sus predecesores 
medievales y renacentistas. Conviene, pues, hacerse una 
idea lo más precisa posible de cómo Aristóteles entendía 
y practicaba esta forma de representación matemática de 
realidades y relaciones físicas. Me esforzaré, por eso, en 
traducir a Aristóteles fielmente pero también con clari- 
dad, suplementando la letra del original con glosas entre 
corchetes. Para mayor brevedad, diré “el motor” por tó 
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kwoWv (literalmente: “lo que mueve”) y “el móvil” por to 
kwoduevov (literalmente: “lo que es movido”). 


Puesto que el motor siempre mueve algo en un tiem- 
po y hasta un lugar, si el motor es A y el móvil es B 
y la distancia recorrida es C y el tiempo en que [se la 
recorre] es D, entonces en ese mismo tiempo la mis- 
ma fuerza [operante] en A moverá la mitad de B [una 
distancia igual a] el doble de C, y [una distancia] C en 
la mitad de D, pues así estará en proporción. 

Y si la misma fuerza [A] mueve el mismo [móvil B] 
en el mismo tiempo [D] esa misma [distancia C], tam- 
bién la mitad de la fuerza moverá [un móvil igual a] la 
mitad en el mismo tiempo la misma [distancia]. Sea 
E la mitad de la fuerza A y Z la mitad de B; entonces, 
será similar [la relación] y la fuerza será proporcional 
al peso, de modo que en tiempos iguales se recorrerán 
distancias iguales. 

Y si E mueve a Z [la distancia] C en [el tiempo] 
D, no es necesario que, en un tiempo igual [a D], E 
mueva el doble de Z [una distancia igual a] la mitad 
de C. Por tanto, si A mueve a B en [el tiempo] D la 
distancia C, la mitad de A, o sea E, no moverá a B 
en el tiempo D, ni en una parte de D, [a través de] 
una parte de C que tenga con toda C la misma pro- 
porción que E tiene con A.* Puede ocurrir que no lo 
mueva en absoluto; aunque la fuerza total lo mueva 
tal distancia [en ese tiempo], la mitad de la fuerza 
no tiene que moverlo ni tal [otra] distancia ni en tal 
[otro] tiempo cualquiera. De otro modo un [solo hom- 
bre] arrastraría el barco, puesto que la fuerza de los 
que tiran y la distancia que lo arrastran entre todos 
pueden dividirse por el número [de hombres en la 
cuadrilla].% 


El primer párrafo de la cita nos informa que, según 
Aristóteles, dada la fuerza motriz A, la distancia recorri- 


da es inversamente proporcional al tamaño (medido por 
el peso, Bú-poc—250*9) del móvil; asimismo el tamaño 
del móvil es directamente proporcional al tiempo que 
tarda en atravesar una distancia fija C bajo la acción de 
la fuerza dada A. Aquí se enuncian relaciones de propor- 
cionalidad que podemos simbolizar —anacrónica pero 
adecuadamente —de un modo para nosotros familiar. 
Designemos con d(x,z,u) la distancia recorrida por un 
móvil de peso x bajo la acción de la fuerza z en un de- 
terminado tiempo u, y con t(x,z,w) el tiempo empleado 
por un móvil de peso x bajo la acción de la fuerza z en 
recorrer una determinada distancia w. Si B y Z denotan, 
respectivamente, los pesos de los dos móviles que he- 
mos llamado así, tenemos que, según Aristóteles, 


Z _d(B,A,D) +(Z,A,C) 
B d(Z,A,D) +(B,A,C) 


(2.3) 


En el segundo párrafo este modo de pensar se ex- 
tiende a una situación en que varían tanto el peso del 
móvil como la fuerza motriz del motor, mientras que la 
distancia recorrida y el tiempo ocupado en recorrerla se 
mantienen constantes. Designemos con f(p,d,t) la fuer- 
za requerida según Aristóteles para mover el peso p a 
través de la distancia d en el tiempo t. Entonces, la con- 
clusión del segundo párrafo, “la fuerza será proporcional 
al peso, de modo que en tiempos iguales se recorre- 
rán distancias iguales” (Ouotwc ÓN Exovo1 ka Avddoyov 
N loxdc Tpoc TO Pápoc, Vote Toov év (oWw xpóvo ktvN- 
sovo1v) puede simbolizarse así: 


fp Pp (2.4) 
Hp, dt) p 
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Esta relación de proporcionalidad entre fuerza mo- 
triz y peso movido vale solo si el tiempo y la distancia se 
mantienen fijos, pero invita a preguntarse si no habrá 
otra relación similar entre fuerzas y distancias, si el peso 
y el tiempo están dados, o entre fuerzas y tiempos, para 
un cierto peso y distancia. A primera vista puede pare- 
cernos que, si fijamos el tiempo y el peso del móvil, las 
fuerzas motrices tendrían que ser entre sí como las dis- 
tancias recorridas, y que si fijamos el peso y la distancia, 
las fuerzas serían proporcionales a las velocidades y, por 
ende, inversamente proporcionales a los tiempos. Con 
el simbolismo adoptado, esto se enuncia así: 


IPR e (2.5) 
Mod t) a 
Fw dt) 4 


Pero Aristóteles cierra el paso a tales relaciones hipo- 
téticas mediante un ejemplo de sentido común: si 10 
hombres necesitan 10 minutos para arrastrar un bote 
los 10 metros que lo separan del mar, entonces un solo 
hombre en ese mismo tiempo arrastraría el mismo bote 
solamente un metro y demoraría 10 veces más, o sea 
100 minutos, en arrastrarlo 10 metros. Pero todos sabe- 
mos que no es así: normalmente un solo hombre no es 
capaz de mover en lo más mínimo un bote grande que 
descansa en la arena. Ante el fracaso de relaciones sim- 
ples como (2.5) y (2.6), la física moderna buscará nuevos 
factores causales que tengan con los ya considerados 
relaciones cuantitativas más complejas pero no menos 
precisas (en el caso de nuestro ejemplo, el roce de la are- 


na). En cambio, Aristóteles desiste de la representación 
matemática de la relación entre la fuerza que actúa sobre 
un cuerpo dado y la velocidad que le imprime.” 


2.2.4 Geometría zoológica. En el libro Sobre la marcha de 
los animales, Aristóteles explica mediante un argumento 
geométrico la presencia de un punto de flexión —rodi- 
lla, codo— en los miembros de todos los animales que 
caminan. 


La flexión es el cambio de algo recto en curvilíneo o 
anguloso; enderezamiento es la transformación con- 
traria de uno de estos en recto. En todos los cambios 
mencionados es necesario que la flexión o el endereza- 
miento sean relativos a un punto único. Además, si no 
hubiese flexión tampoco habría marcha, ni natación, 
ni vuelo. Los animales con pies se apoyan alternati- 
vamente en cada una de las piernas opuestas, la cual 
soporta el peso; por eso es necesario que, al avanzar la 
otra, aquella se doble. Pues los miembros opuestos tie- 
nen naturalmente la misma longitud y el que soporta 
el peso tiene que ser recto y perpendicular a la tierra. 
Pero cuando [un miembro] avanza se convierte en hi- 
potenusa cuyo cuadrado es igual a [los cuadrados de] 
el que reposa y la [línea] entre ambos. Si los miembros 
son iguales, es necesario que se doble el que reposa, o 
bien en la rodilla o, si hubiera un animal sin rodillas 
que camine, en alguna articulación.” 


El ejemplo es muy elemental, pero muestra que 
Aristóteles estaba dispuesto a recurrir a sus conocimien- 
tos matemáticos para explicar realidades naturales y es- 
pecialmente para establecer su necesidad. 
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2.2.5 El tratado de mecánica. Nadie piensa hoy que la 
Mecánica atribuida tradicionalmente a Aristóteles haya 
sido escrita por él, pero generalmente se reconoce que 
procede de su escuela. Según Heath, hay muchos para- 
lelos en las obras genuinas del filósofo que demuestran 
el origen aristotélico de las ideas de este libro. El lengua- 
je utilizado indicaría que es anterior a los Elementos de 
Euclides, o que, si es posterior, fue escrito por personas 
que prefirieron en muchos casos conservar la termino- 
logía de Aristóteles (Heath 1949, p. 227). 

La obra es una colección de problemas relativos al 
funcionamiento de las máquinas —palancas, poleas— 
utilizadas en esa época, que el autor analiza y resuelve 
a la luz de modelos matemáticos de estas máquinas. 
Me abstendré de dar ejemplos, pero comentaré una 
cuestión de principio planteada en el primer párrafo. 
Leemos allí que “en muchos casos la naturaleza produce 
lo contrario de lo que nos es útil, pues la naturaleza se 
mantiene siempre simple e igual a sí misma, mientras 
que lo útil varía de muchos modos” (év roMuoic yap í 
pdo1s drevavtiov Toc TO gPNotuov NyuTv rotel: y Lev 
yOp pÚOls del TOV ADTOV Éxel TPÓTOV KO. UTA Oc, TO 2 
yphowov uneraBadle rolMayoc.—Pseudo-Aristóteles, 
Mechanica 1; 847*13-16). El autor prosigue: “Cuando es 
preciso hacer algo contra la naturaleza lo difícil del caso 
nos causa perplejidad y se requiere técnica. Por eso lla- 
mamos mekhané a aquella parte de la técnica que ayu- 
da a superar tales perplejidades. [...] De este género es 
aquello donde lo menor domina a lo mayor y donde lo 
que posee una fuerza pequeña mueve grandes pesos, y 
en general todos los problemas que llamamos mecáni- 
cos.”?8 Concluye señalando que estos problemas no son 
lo mismo que los problemas físicos pero tampoco están 


completamente separados de estos, pero tienen algo en 
común con la matemática y la fisica, pues “el cómo lo 
exhibe la matemática, pero el asunto lo exhibe la física” 
(TO uév yap Os Ó10 TOV LOa8nuarirov SñAov, TO De TEPÍ 
9 14 TÓV pgvOxOv.—Pseudo-Aristóteles, Mechanica 1; 
847:27-28). 

Cabe pensar que el abundante y provechoso empleo 
de los modelos y argumentos matemáticos en la mecá- 
nica era admisible a ojos de Aristóteles precisamente 
porque aquí se pedían procedimientos, disposiciones y 
recursos antinaturales. Por otro lado, como sabemos, los 
fundadores cristianos de la física matemática moderna 
veían a la naturaleza como una enorme máquina, un 
artefacto ideado y fabricado por Dios para mayor gloria 
suya y beneficio del hombre. 


2.3 La invención del tiempo matemático 


En el libro IV, capítulos 10-14, de las lecciones de 
física, Aristóteles discurre sobre el tiempo (repi xpóvov), 
preguntándose “si se cuenta o no entre los existentes” 
(rÓTtepov TÓV ÓVTOV ¿oTLV Ñ TOV uN ÓVTOV) y “cuál es su 
naturaleza” (tic y pvo1s adrov). Es el primer testimonio 
escrito que tenemos de un examen filósofico del tema, 
aunque seguramente se lo estudiaba ya en la Academia 
de Platón.” El prejuicio platónico que asocia a cada sus- 
tantivo griego un objeto subsistente —de preferencia 
una “idea”— es responsable sin duda del enfoque aristo- 
télico, el cual presupone que la voz “tiempo' (xpóvoc) no 
es meramente la denominación mitológica o metafórica 
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de toda una familia de aspectos de nuestra vida, sino 
que nombra una cosa bien determinada, que podría ser 
ficticia, pero que, si es real, tiene una naturaleza propia, 
un “qué es” que el filósofo debe ser capaz de enunciar. 
Curiosamente, antes de Heidegger (1927) nadie ha cues- 
tionado esta suposición gratuita, ni siquiera ha llamado 
la atención sobre ella. 

Aristóteles plantea inicialmente varias consideracio- 
nes que sugieren que el tiempo “no existe en absoluto o 
solo apenas y de un modo nebuloso” (ñ 0lwc odk dotiv 
ñ ióMis koi uvódpoc). La primera de todas se ha vuelto 
un lugar común desde que la repitió San Agustín: 


Una parte del tiempo ocurrió y no existe, otra parte 
está por venir y todavía no existe; y el tiempo —infinito 
o como quiera que se lo considere— siempre se com- 
pone de estas partes. Pero parecería ser imposible que 
algo compuesto de inexistentes participe de la exis- 
tencia.” 


Esta aseveración supone, claro está, que el presente no 
es una parte del tiempo. Como Aristóteles señala a con- 
tinuación: 


De todo lo divisible, si existe, es necesario que, mien- 
tras existe, existan todas sus partes o [siquiera] al- 
gunas. Del tiempo, que es divisible, algunas [partes] 
ocurrieron, otras están por venir, pero ninguna existe. 
El ahora no es una parte, pues una parte mide el todo y 
es necesario que este se componga de sus partes; pero 
el tiempo, al parecer, no se compone de ahoras.** 


El ahora (to vdv) —dice Aristóteles— “manifiestamente 
deslinda el pretérito del futuro” (patíveto1r Otopilerw To 
TopeAov xo. TO uéALOv—218*9). Aristóteles aborda el 


problema de la realidad e identidad de este lindero, que, 
por un lado, parecería estar siempre ahí, uno y el mis- 
mo, y sin embargo tendría que estarse renovando ince- 
santemente, pues marca el límite entre un pretérito y 
un futuro que son diferentes cada vez. Pero acepta sin 
cuestión que el ahora no es por sí mismo una parte del 
tiempo, sino solo el límite entre sus dos partes. Esta 
concepción ha prevalecido a lo largo de toda la historia 
de la filosofía y la ciencia europeas. Sin embargo, con- 
traría frontalmente el uso ordinario de la palabra “ahora” 
(o del griego vdv, el inglés “now”, el alemán Jetzt, etc.), 
como puede verse a la luz de la siguiente conversación 
telefónica, trascrita de la vida real: 


ÉL: Hola, ¿te interrumpo? ¿estás trabajando? 

Yo: No, escucho una ópera de Mozart. 

ÉL: Claro, “Las bodas de Fígaro”. Ahora mismo oigo a 
Cherubino; (canturrea) “Non so piú cosa son, cosa 


faccio / or di foco, ora sono di ghiaccio,...” 


Obviamente, si “ahora' significase lo que Aristóteles pre- 
tende, mi interlocutor no podría oír ahora mismo esa aria, 
ni siquiera una nota de ella, pues hasta una semifusa toma 
tiempo. Por tanto, escuchar ahora una pieza de música con- 
tradiría la naturaleza misma del ahora (o de la música), 
y por lo mismo sería muy difícil imaginar que alguien lo 
haya hecho nunca en el pasado o pudiese hacerlo alguna 
vez en el futuro. No nos toca aquí insistir en este asunto, 
pero he juzgado necesario destacarlo, pues la concepción 
del ahora como límite sin duración, asimilable al punto 
inextenso de los geómetras, es un ingrediente clave de la 
representación físico-matemática del tiempo, y conviene 
no perder de vista que esta representación se forma dando 
resueltamente la espalda a la experiencia vivida.? 


69 


70 


Tras considerar varias dificultades suscitadas por los 
atributos del tiempo, Aristóteles señala que no hay nada 
en la tradición intelectual griega que nos ayude a resol- 
verlas. Algunos, dice, han identificado el tiempo con la 
rotación cotidiana del firmamento (h tod 0Lov ktvno1c), 
otros con la misma esfera del cielo.** Critica estas opinio- 
nes pero concentra su atención en lo que ellas destacan, 
el vínculo entre tiempo y movimiento. Por un lado, es 
claro que no son lo mismo, pues el movimiento existe 
solamente en el móvil, en el lugar donde este se halla, 
mientras que “el tiempo está del mismo modo en todo 
lugar y con todas las cosas” (0 0€ gpóvoc Ouotws koi Tov- 
TAxod xo ropa Tao wv—Physica 1V,10; 218*13; cf. 220P5- 
6: 0 aros Se ravtaxod Ga: “el mismo a la vez en todo 
lugar”). Por otro lado, el tiempo no existe sin movimien- 
to. Por tanto, “cuando indagamos qué es el tiempo, ante 
todo debemos hallar?** qué [atributo, aspecto, condición, 
etc.] del movimiento es él” (Anrréov Se, enel Entovuev ti 
goti Ó ypóvoc, ¿vtedDdev Apyxouévorc, TÍ TC KIVÍOEOG 
gotiv—Physica 1V,11; 219*2-3). 

Aristóteles no tarda en dar una respuesta formal a 
esta pregunta. Tras una serie de reflexiones sobre la rela- 
ción del tiempo con el movimiento (y en general, con el 
cambio),* y de ambos con la cantidad continua o magni- 
tud (uéyeBoc), hace el siguiente pronunciamiento, breve 
y preciso, aunque poco claro. “Esto, pues, es el tiempo: 
número del movimiento con respecto a lo que va primero 
y lo que viene después” (toVTO yÁpP ¿OTI O xpóvOc, p1B- 
LOG KIVNOEWSG KOTO TO TpóTEPOV kai VOTEPpOVv—Physica 
IV, 11; 219%2-3). Que el tiempo tenga que ver con tó pró- 
teron kal hústeron —lo anterior y lo posterior, lo primero 
y lo último— no sorprenderá a nadie; aunque no deja 
de ser curiosa la forma como Aristóteles introduce esta 


idea. Según él, este par pertenece al tiempo en cuanto 
pertenece al movimiento, y a este, porque es ante todo 
inherente al lugar.* 


Lo anterior y posterior existe primordialmente en el 
lugar; y allí, por la posición. Puesto que hay lo ante- 
rior y lo posterior en la magnitud, es necesario que los 
haya también en el movimiento, en correspondencia 
con aquellos. Pero entonces hay también lo anterior y 
lo posterior en el tiempo, por cuanto el uno acompaña 
siempre al otro.” [...] Y conocemos el tiempo cuando 
deslindamos el movimiento discerniendo lo anterior y 
lo posterior; y [justamente] decimos que un tiempo ha 
trascurrido cuando tenemos la sensación de lo anterior 
y lo posterior en el movimiento. Los discernimos al 
juzgarlos diferentes y juzgar que hay entre medio algo 
distinto de ambos. Pues cuando captamos los extremos 
como distintos del medio y la mente declara [que son] 
dos los ahora —uno anterior y el otro posterior— en- 
tonces también decimos que eso es [un] tiempo.* 


Aristóteles no explica por qué dice que el tiempo es 
arithmós, 'número', ni qué es lo que eso quiere decir. 
Desconcierta que, habiendo insistido en la continuidad 
del tiempo, lo identifique con el número, que para él 
es el prototipo de una cantidad discreta (Categoriae, 6; 
4>24). Veinte siglos más tarde, Newton dirá que entien- 
de “por número no la multitud de las unidades, sino 
la razón abstracta entre una cantidad cualquiera y otra 
cantidad del mismo género que se toma como unidad”, 
y que hay números de tres clases: enteros, fraccionarios 
e irracionales.** En los términos de nuestra $1.1, núme- 
ro' es pues para Newton la razón eudoxiana entre una 
cantidad cualquiera y otra del mismo género adoptada 
como unidad. Como Aristóteles luego dice más de una 
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vez que el tiempo es el patrón de medida del movimiento 
(émel Ó” ¿otiv O xpóvos nétpov kiwioeoc—221*1, 2217) 
y para medir el movimiento se requieren al menos los 
mismos recursos conceptuales necesarios para medir 
las distancias recorridas (por ejemplo, la diagonal de un 
cuadrado cuya base se toma como unidad), se siente uno 
inclinado a pensar que Aristóteles, en su definición de 
tiempo, entiende número' en una acepción parecida a 
la de Newton y muchísimo más amplia que la griega 
habitual. Al parecer Cornford cedió a esta inclinación, 
pues en la versión inglesa de la Física en la colección 
Loeb enuncia la citada definición aristotélica así: “Esto 
es justamente lo que es el tiempo: la medida calculale o 
dimensión del movimiento con respecto a la anterior-y-pos- 
terioridad”.* Creo, sin embargo, que esta interpretación 
es anacrónica y que en el texto de Aristóteles hay indi- 
cios suficientes para rechazarla. Distingue, en efecto, 
entre el tiempo “según el número” (xatú nev pr8uóv) 
y el tiempo “según la magnitud” (kara uéyeDoc), seña- 
lando que aquel tiene un mínimo pero este no lo tiene 
(220*31-32), de modo que, aunque el mínimo de tiem- 
po “según el número” es una o dos unidades, la unidad 
misma —como aclara Cornford— no tiene mínimo y 
puede tomarse tan pequeña como se desee. Aristóteles 
no detalla las consecuencia de este distingo, pero es 
evidente que la continuidad es un atributo del tiempo 
según la magnitud y pertenece al “número del movi- 
miento”. Según esto, no habría motivo para entender 
que esta última expresión abarca las razones eudoxianas. 
En otro pasaje, Aristóteles evoca el distingo entre el nú- 
mero con que contamos o enumeramos (6 dp0uoduev) 
y el número enumerado y enumerable (tó «pi9noúue- 
vov koi TO piB8untov Api0uóv—219*6-7), y aclara que el 


número que hemos dicho que es el tiempo pertenece a 
esta última clase y no a aquella. Creo que esto confirma 
suficientemente que, en la definición aristotélica del 
tiempo, arithmós denota un número entero positivo y 
no una “dimensión o medida calculable” cualquiera, vgr. 
una razón eudoxiana. Pues nadie diría, ni en griego ni 
siquiera en una lengua moderna, que la proporción que 
existe concretamente entre la circunferencia y el diáme- 
tro de un determinado círculo es “el número numera- 
do” (es decir, contado) por el “número numerante” que 
llamamos T (aunque Tr ciertamente designa un número, 
un objeto de la aritmética, en la acepción newtoniana y 
nuestra de estas palabras). 

Concluyo, pues, que en la expresión “número del 
movimiento” (á«piduos kiwñoeoc), número” significa 
número natural o, más precisamente, número entero 
positivo. Aristóteles claramente lo entiende así cuan- 
do escribe: “El número más pequeño, absolutamente, 
es el dos” ("Edáxiotos de ApiBos O név Aris doriv í 
Svác—220*27).* O cuando señala que el tiempo puede 
describirse, en cuanto continuo, como largo o breve y, 
en cuanto número, como mucho o poco; pero no se lo 
puede llamar rápido o lento, “pues ningún número con 
el que contamos es rápido o lento”.* 

¿Qué es lo enumerable del movimiento, cuyo núme- 
ro, según Aristóteles, es el tiempo? El pasaje siguiente 
lo indica: 


[El tiempo] es el mismo en todas partes a la vez, pero 

no es el mismo antes y después. Si bien el cambio 
presente es uno, el [cambio ] pretérito y el [cambio ] 
por venir son diferentes. El tiempo es el número [...] 
enumerado, y ocurre que este siempre es otro antes y 
después, pues los ahora son otros.* 
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Según esto, lo que “el número del movimiento” enu- 
mera es la serie de ahoras discernidos en el curso del 
movimiento. El lapso “que hay entre medio” de cada 
par de ahoras sucesivos funciona así como unidad de 
medida. 


El tiempo igual y simultáneo es uno y el mismo [...]. Es 
el mismo el tiempo de los movimientos deslindados 
a la vez, aunque uno sea rápido y el otro no, y aunque 
uno sea traslación y el otro alteración; el tiempo es 
el mismo, si es que es igual a la vez el número co- 
rrespondiente a la alteración y la traslación. Por esto, 
aunque los movimientos son otros y están separados, 
el tiempo es el mismo en todo lugar, porque en todo 
lugar es uno y el mismo el número de los [objetos]** 
iguales y simultáneos.* 


Inmediatamente después de este pasaje, Aristóteles 
explica y motiva la elección de las unidades adoptadas 
para medir “el número del movimiento” en todas las 
civilizaciones hasta bien entrado el siglo XX: 


Como existe el movimiento local, en particular, la ro- 
tación, y cada [clase de] cosa se cuenta mediante una 
del mismo género, las unidades por una unidad, los 
caballos por un caballo, así también el tiempo por 
cierto tiempo delimitado, y el tiempo —como dijimos 
(220*15)—se mide por el movimiento y el movimien- 
to por el tiempo, esto quiere decir que la cantidad del 
movimiento y del tiempo se mide por el tiempo de un 
movimiento delimitado. Entonces, puesto que lo pri- 
mero es medida de todo lo que es del mismo género, 
la rotación uniforme es la medida suprema, pues el 
número de la misma es el que mejor se conoce. Ni 
la alteración, ni el crecimiento, ni la generación son 
uniformes, pero el movimiento local sí lo es; por esto 


se piensa que el tiempo es el movimiento de la esfera 
[celeste], ya que por ese se miden los otros movimien- 
tos y también el tiempo.* 


La infinita divisibilidad de la distancia angular recorrida 
por la esfera en movimiento permite adaptar esta unidad 
de tiempo a cualquier necesidad que se presente. 

Aristóteles omite mencionar que —según él mismo 
nos enseña en Metafísica A, 8 (véase la $2.21) — en el cielo 
ocurren 55 rotaciones uniformes, con diversas velocida- 
des angulares, y que varias de ellas se conocen y pueden 
enumerarse con la misma facilidad. Sabemos que todas 
las civilizaciones miden el tiempo en días (el período de 
rotación del firmamento), en meses (período de una de las 
esferas de la Luna) y en años (período del movimiento del 
Sol sobre la eclíptica, asignado en la p. 53 a la esfera $,). 
La confusión de los calendarios corriente en Grecia en el 
siglo IV a.C. se debía a que el tercero de estos períodos 
no es un múltiplo del segundo, por lo cual las distintas 
ciudades tenían que ajustar periódicamente la sucesión 
de los meses a la sucesión de los años. Celosas de su in- 
dependencia, cada una lo hacía a su modo, intercalando 
uno o más meses suplementarios cada varios años, o 
insertando al final de cada año un número fijo de días 
no pertenecientes a ningún mes. Esta confusión fue su- 
perada en el ámbito de la civilización occidental cuando 
Octavio Augusto fijó por decreto el número de días de 
cada mes, cuidando que el suyo y el de su tío Julio tuvie- 
sen 31, independientemente de los movimientos de la 
Luna. El desajuste entre el año civil y el año solar, debido 
a que este no tiene un número entero de días, motivó las 
reformas de Julio César y Gregorio XIII, suficientemente 
refinada esta última para durar milenios. 


75 


76 


Vemos así que la definición aristotélica del tiempo 
como “número del movimiento” depende críticamente 
de la concepción del ahora como límite. Aristóteles lo 
expresa sin titubeos: 


Es evidente que si no hubiera tiempo, no habría aho- 
ra, y que si no hubiera ahora, no habría tiempo. Del 
mismo modo como lo trasladado y la traslación, así 
también existen a la vez el número de lo trasladado y 
el de la traslación. Pues bien, el tiempo es el número 
de la traslación, pero el ahora, como lo trasladado,” es 
la unidad del número.* 


El ahora, así concebido, tiene un papel decisivo en 
la constitución del tiempo aristotélico tanto “según el 
número”, esto es, bajo su aspecto de cantidad discreta, 
como “según la magnitud”, esto es, en cuanto es conti- 
nuo. “El tiempo es continuo gracias al ahora y se divide 
de acuerdo al ahora” (ovvexis te ÓN O xpóvos TO vdv, 
xo. Órpnto1 Kara TO vOv—220*%5). “Como se ha dicho, 
el ahora es la continuidad del tiempo, pues congrega 
y coliga* el tiempo pretérito y el futuro, y el límite del 
tiempo, siendo el principio del uno y el fin del otro” (To 
S2 vdv gotiv OUVÉXELO xpóvOV, Worep ¿hExOn - ovvéxel 
y0p TÓV xpóvov tOV TapelnivBóta xa ¿oóuevov, xo. 
TrÉPaLC xpóvov ¿otiv: ¿oti yap TOD LEV APN, TOD Ol Te- 
hevti—222*10-12). 

La peor dificultad que aflige al ahora de Aristóteles, 
amenazando la viabilidad de su filosofía del tiempo, ra- 
dica en que es a la vez uno y múltiple, siempre idéntico a 
sí mismo, pero otro en cada ocasión. Aristóteles intenta 
resolverla asociando el ahora del tiempo con el móvil — 
representable por un punto— que se traslada de un lugar 
a otro en virtud del movimiento que el tiempo numera. 


Considerado como aquello que cada vez existe, lo tras- 
ladado es lo mismo (un punto, o una piedra, u otra 
cosa de esta clase), pero según la descripción es otro. 
Así como estar Corisco en el Liceo no es lo mismo, se- 
gún los sofistas, que estar Corisco en el ágora, así este 
[scil. el móvil trasladado—R.T.] es otro en cuanto está 
una vez aquí y otra vez allá. El ahora corresponde a lo 
trasladado, como el tiempo al movimiento. Mediante 
lo trasladado conocemos lo anterior y lo posterior en 
el movimiento. Y el ahora es en cuanto lo anterior y 
posterior es numerable. De modo que, análogamente, 
considerado como aquello que cada vez existe el ahora 
es lo mismo —es lo anterior y posterior en el movi- 
miento— pero su ser es otro, pues el ahora es en cuan- 
to lo anterior y posterior es numerable. [...] El ahora 
es pues en cierto modo siempre lo mismo y en cierto 
modo no es lo mismo; tal como lo trasladado.* 


Es claro que un punto móvil y otro objeto cualquiera 
que cambia continuamente de lugar debe ser concebi- 
do y descrito de otro modo en cada ocasión, “en cuanto 
está una vez aquí y otra vez allá” (1 414001 kai G4AMob1 
eivo.1), aunque sea siempre el mismo de por sí “como 
aquello que cada vez existe” (0 uév rote 0v), esto es, como 
sujeto de cada descripción. Pero ¿es lícito transferir este 
análisis al ahora? ¿podemos pensar en el ahora como 0 
uév rote Ov, “aquello que existe cada vez”? Siendo jus- 
tamente el ahora lo que constituye el rote, la ocasión, la 
vez cuando existen actualmente las cosas, no me parece 
admisible hablar de la vez, la ocasión, el rote en que 
el ahora es. La física matemática moderna soslayará la 
dificultad sustituyendo el ahora con el instante —ideal 
y sin duración— que por cierto es otro en cada ocasión, 
aunque conceptualmente (Ayo) idéntico; justamente al 
revés del ahora de Aristóteles. Así se obtiene una idea 
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de tiempo que olvida su fuente en nuestra experiencia 
vivida y degrada el ahora propiamente tal, esto es, el 
presente, a la condición de espejismo subjetivo. 

La noción aristotélica de tiempo está implícita en las 
representaciones matemáticas que examinamos en las 
$$2.2.2-2.2.3 y también, por cierto, en los modelos pla- 
netarios de Eudoxo, que probablemente han contribuido 
a inspirársela a Aristóteles. Pero la aplicación que mejor 
nos permite apreciar su significado y su poder es, me 
parece, la respuesta de Aristóteles a las aporías del movi- 
miento de Zenón de Elea, específicamente, a las dos que 
suponen que el espacio es infinitamente divisible. Según 
Zenón, si Aquiles le da cien metros de ventaja a la tor- 
tuga, no podrá nunca alcanzarla, aunque sea diez veces 
más veloz que ella. En efecto, mientras Aquiles recorre 
esos cien metros, la tortuga habrá avanzado diez; mien- 
tras él recorre esos diez, ella habrá avanzado uno; mien- 
tras él recorre uno, ella habrá avanzado diez centímetros, 
y así sucesivamente: la tortuga siempre irá delante. 
Esencialmente igual al “Aquiles”, pero más sencillo, es el 
argumento de “la dicotomía”: un atleta que corre solo no 
llega nunca a la meta, pues tiene que recorrer primero 
la mitad de la pista, luego la mitad de lo que resta, luego 
la mitad de lo que aún le falta,... y así sucesivamente; 
por muchas etapas que cumpla, siempre le quedan otras 
por cumplir. Aristóteles se refiere a esto en tres pasajes 
de la física, en VI.2, VI.9 y VII1.8; pero aquí solo nos 
concierne el primero (el segundo se limita a extender 
al Aquiles lo que aquel dice sobre la dicotomía; sobre el 
tercer pasaje, véase la nota 50). Allí Aristóteles declara: 
“Llamo continuo a aquello que es divisible en [partes] 
divisibles a su vez, indefinidamente” (Aéyo € ouvexts TO 
Sioupetov eic ariel Oronperá—232*24-25).* Con arreglo a 


esta definición, “el tiempo es necesariamente continuo” 
(dváy«n ovvexñ eivor tóv ypóvov—232>26). Aristóteles 
prosigue: “Es obvio que si el tiempo es continuo tam- 
bién lo es la distancia,*? ya que en la mitad del tiempo se 
recorre la mitad y, en general, en un tiempo menor una 
[distancia] menor; pues habrá las mismas divisiones del 
tiempo y de la distancia.”** La aplicación de estas ideas 
a la dicotomía de Zenón es inmediata. Este argumento 
—dice Aristóteles— supone falsamente que “no es posi- 
ble recorrer lo infinito o entrar en contacto con infinitos 
[objetos] en un tiempo limitado” (un ¿vdéxeodor TO Urel- 
pa SieABetv Y 4yacdor tv Gáreipov xab” éxactov év 
TETEPOCUÉVO IPÓVO—233*22-23). 


Pues llamamos infinito el tiempo y la distancia y, en 
general, lo continuo en dos sentidos diferentes, según 
la división o por los extremos. En un tiempo limitado 
no es posible entrar en contacto con los infinitos según 
la cantidad; pero sí es posible [hacerlo] con aquellos 
que [son infinitos] según la división, pues el tiempo 
mismo es infinito en este sentido. Ocurre así que lo 
infinito es recorrido en lo infinito y no en lo limitado y 
los infinitos [puntos] se contactan en infinitos [ahoras], 
no en delimitados.** 


En otras palabras: las infinitas etapas de la carrera solita- 
ria pueden cumplirse todas siempre que el corredor dis- 
ponga del tiempo necesario para cada una. Si corre con 
una velocidad uniforme, y la primera etapa requiere un 
tiempo T, es claro que el doble de ese tiempo basta para 
completar la carrera, pues cada etapa demanda la mitad 
del tiempo que ha tomado la inmediatamente anterior: 
WT, la segunda, y en general (/.)"T, la n-ésima. Aunque 
Aristóteles no tenía el concepto moderno de una serie 
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infinita y su convergencia a un límite, es patente que 
entendió esto mejor que algunos filósofos del siglo XX, 
que, de refinados que son, han perdido el olfato para lo 
obvio.* 


3 
Desfile de modelos 


3.1 La circunferencia de la Tierra 


Cleomedes (siglo 11 d.C.) describe dos métodos 
para determinar la circunferencia de la Tierra, utiliza- 
dos respectivamente por Eratóstenes (c. 275-194 a.C.) 
y Posidonio (c. 135—c. 50 a.C.). Ambos se valen de mo- 
delos geométricos apropiados. Llegan a cifras diferen- 
tes debido a diferencias en los datos, expuestos en cada 
caso a distintas fuentes de error. Cleomedes empieza por 
el método de Posidonio, que considera “más simple”. 
Basado en mi propia experiencia, pienso que el lector 
actual tiene la impresión contraria, y por eso hablaré 
primero del método de Eratóstenes. 


3.1.1. Sombras al mediodía. Supongamos con Eratóstenes 
que la Tierra es esférica y que, por venir de una fuen- 
te muy lejana, todos los rayos de Sol que iluminan la 
superficie terrestre en un dado momento son practica- 
mente paralelos (fig. 5). Eratóstenes supone además que 
las ciudades egipcias de Alejandría y Syene (hoy Aswan) 
están sobre el mismo meridiano. En el solsticio de ve- 
rano una vara clavada verticalmente en Syene no arro- 
ja ninguna sombra al mediodía. A la misma hora una 
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vara vertical igual a la anterior arroja una sombra en 
Alejandría. La razón entre la longitud s de esta sombra 
y la altura h de la vara nos permite calcular el ángulo a 
que forma la vertical en Alejandría con los rayos del Sol 
(s/h = tan a). Como la dirección de estos coincide con 
la vertical en Syene, ese ángulo mide la inclinación en- 
tre ambas verticales y es igual a la diferencia de latitud 
entre ambas ciudades.! Sea O la distancia entre Syene 
y Alejandría. Entonces, si la Tierra es esférica, su cir- 
cunferencia K puede calcularse a partir de la ecuación 
siguiente: 


a:360% = S:K (3.1) 


Utilizando este modelo, Eratóstenes estimó la cir- 
cunferencia de la Tierra en 252.000 estadios.? Para eva- 
luar la calidad de esta estimación, necesitamos saber 
cuántos metros medía un estadio. Como este asunto, 
aunque esencial, tiene poco interés filosófico, lo relego 
a una nota.? Además, hay que decidir cuál será nues- 
tro término de comparación. Como la Tierra no es una 
esfera, no existe una cantidad que pueda propiamente 
llamarse la circunferencia de la Tierra'. Como es sabi- 
do, entre el diámetro A, = 12.756,58 Km del ecuador y 
la distancia A, = 12.713,82 Km entre los dos polos, hay 
una diferencia de casi 43 Km, un 0,34% de la cantidad 
mayor. El ecuador mismo es aproximadamente una cir- 
cunferencia igual a TA,, o sea, 40.076 Km; pero un meri- 
diano terrestre se parece más a una elipse con diámetro 
máximo A, y diámetro mínimo A,, y su longitud, por 
ende, es menor que TA.,, pero mayor que TA, = 39.942 
Km. Sin embargo, esta última es la magnitud común- 
mente atribuida al meridiano en las obras de referencia. 
El valor propuesto por Eratóstenes suele compararse con 


ella. Pero de hecho, en el mejor de los casos —esto es, 
si a. fuera precisamente igual al ángulo descrito y $ fue- 
ra la distancia exacta entre el punto donde Eratóstenes 
clavó su vara en Alejandría y un lugar situado sobre el 
mismo meridiano en la latitud de Syen 
determinado por la ecuación (3.1) no sería igual a 1A,, 
sino a la circunferencia de una esfera con radio igual a la 
distancia entre el centro de la Tierra y Alejandría (y, por 
ende, más próximo que TA, a la efectiva magnitud del 
meridiano). La diferencia entre 252.000 estadios y este 
valor de K nos permitiría apreciar la calidad de los datos 
utilizados por Eratóstenes. Pero si queremos evaluar la 
calidad del modelo, el resultado que Eratóstenes obtuvo 
usándolo debe compararse con la cantidad que intentaba 
medir, esto es, con la circunferencia de la Tierra. Como 
esta cantidad no existe, me parece razonable tomar como 
sustitutos cualquiera de los dos siguientes: (i) la magni- 
tud TA, = 39.942 Km atribuida comúnmente al meridia- 
no terrestre o (ii) el promedio %Tr(A, +A.) = 40.009 Km 
entre dicha magnitud y la del ecuador terrestre. 


LA PERIFERIA DE LA TIERRA SEGÚN ERATÓSTENES 


1 estadio | Valor de [TA, —K] Bei [2r((A, +A.) E 
iguala | KenKm (Km) -K| (Km) 


157,5 m| 39.690 | 252 | 06 | 9 Jos 


El cuadro precedemte consigna el equivalente mé- 
trico de K = 252.000 estadios conforme a los tres facto- 
res de conversión analizados en la nota 2, la diferencia 
entre estas cantidades y los dos sustitutos propuestos 
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para la circunferencia de la Tierra y el error porcentual 
de los valores propuestos por Erástotenes bajo cada una 
de estas hipótesis. 

Como en toda medición de una magnitud, hay va- 
rias fuentes de error. Por un lado, está la calidad de los 
datos. Eratóstenes podía medir bien la longitud de una 
vara y su sombra, y determinar satisfactoriamente el me- 
diodía del Solsticio; pero la distancia entre Alejandría y 
Syene solo podía medirla contando pasos. Este método 
no puede dar resultados muy exactos, aunque la medi- 
ción se haya confiado a especialistas como el bematista 
(Bnuatiorís < Bñua = paso”) de Alejandro Magno men- 
cionado por Ateneo (10.59 Kaibel), el cual seguramente 
tuvo dignos sucesores en la corte de Alejandría. Por otro 
lado los supuestos del modelo no son verdaderos: ni la 
Tierra es esférica, ni el Sol dista infinitamente de ella, 
ni Syene está directamente al sur de Alejandría, sino 3? 
más al este. De estos tres factores, el primero causa el 
error que se refleja en las diferencias entre la cuarta y 
la sexta columna de la tabla anterior, demasiado peque- 
ño para producir una diferencia significativa cuando se 
trabaja con tanta imprecisión en los datos; el segundo 
determina un error de un 3 a 4 por mil, también desde- 
ñable; pero el tercero, esto es, un error de 3? en la lon- 
gitud de una ciudad cuya latitud difiere solo en 7? de la 
otra, genera un error importante en el valor asignado al 
arco de meridiano.* 


3.1.2. La altura de un estrella. Posidonio determina la 
circunferencia de la Tierra comparando la altura de una 
misma estrella observada desde Rodas y Alejandría, ciu- 
dades que él supone están situadas sobre el mismo me- 
ridiano. Elige una estrella que apenas asoma sobre el 


horizonte en Rodas. La diferencia de latitud entre las 
dos ciudades es igual entonces a la máxima altura que 
la misma estrella alcanza en Alejandría (fig. 6). 

Si a designa la diferencia de latitud entre Rodas y 
Alejandría y O la distancia entre estas ciudades, la cir- 
cunferencia de la Tierra K puede obtenerse a partir de la 
ecuación (3.1). Posidonio la estimó en 240.000 estadios, 
esto es, 37.800 Km, con un error superior al 5%, como 


horizonte en Alejandría 


Fig. 6 


quiera que se mida el estadio.* Ahora bien, Rodas no está 
directamente al norte de Alejandría, pero la diferencia de 
longitud entre estos dos lugares es menos de la mitad de 
la que hay entre Alejandría y Syene.* Si esta diferencia 
fuera mayor, Posidonio habría obtenido probablemen- 
te un mejor valor. Pues su principal error consistió en 
sobreestimar el ángulo a.. Según Cleomedes, lo igualó 
a la cuarta parte de un signo zodiacal, esto es, 1/48 de 
circunferencia, o sea, 7730", lo que supera en un 50% a 
su valor efectivo (4*58'; véase nota 3). Este error se de- 
bió probablemente a la refracción de la luz estelar por la 
atmósfera terrestre, la cual afecta significativamente las 
mediciones de altura en la vecindad del horizonte. No 
hay indicios de que Posidonio la haya tenido en cuenta. 
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Sin un error compensatorio en la medición de la distan- 
cia 9, Posidonio habría debido estimar la circunferencia 
de la Tierra en más de 375.000 estadios, unos 59.000 
Km. La compensación puede haber resultado en parte 
de la señalada diferencia en la longitud de Alejandría 
y Rodas, en parte de que se sobreestimaba la distancia 
entre ellas, la cual solo podía determinarse navegando. 


3.2 Cuerpos flotantes 


Los modelos matemáticos de la astronomía griega 
son puramente cinemáticos. Representan el desplaza- 
miento aparentemente errático de los planetas mediante 
combinaciones de figuras que se mueven en forma nor- 
malizada y calculable. Pero no pretenden representar las 
fuerzas responsables de los movimientos planetarios ni 
cuantificar sus operaciones. La introducción de modelos 
dinámicos es característica de la astronomía moderna, 
fundada por Johannes Kepler (1571-1630) más o menos 
al mismo tiempo en que Galileo Galilei (1564-1642) em- 
prendía el estudio dinámico de la caída de los cuerpos 
y el movimiento de los proyectiles (ff 3.4 y 3.5). Ambos 
fueron grandes lectores de Arquímedes (c. 287-212 
a.C.), y Galileo le profesa una admiración incondicional. 
Arquímedes no llegó a investigar como actúan las fuer- 
zas naturales en la producción, modificación y conser- 
vación del movimiento; pero en sus tratados de estática 
investiga el reposo resultante del equilibrio de fuerzas, 
para lo cual tiene en cuenta y representa matemática- 
mente la magnitud, dirección y mutua proporción de 
estas. Por ejemplo, la Props. 1.6 y 1.7 de su tratado sobre 


el equilibrio de los planos (De planorum aequilibriis; mepi 
emredov icoppomióv) establecen que dos pesos A y M, 
suspendidos respectivamente a distancias A y u del fiel 
de la balanza, se equilibran mutuamente si y solo si A: 
u=M:A? 

En el resto de esta sección doy una paráfrasis de 
una parte del tratado de Arquímedes sobre los cuerpos 
que flotan (De corporibus fluitantibus; mepi 0xovuévov). 
Entre corchetes o en las notas inserto algunas observa- 
ciones mías. 


Del LiBRO I 


PosTULADO 1. Damos por supuesto que el líquido es de tal 
naturaleza que, de sus partes contiguas situadas al mismo 
nivel, la menos comprimida es impulsada y desplazada por 
la más comprimida, y que cada una de sus partes es com- 
primida por el líquido situado verticalmente sobre ella, a 
menos que el líquido esté encerrado en algo o comprimido 
por otra cosa.* 


[El Post. 1 formula precisa y económicamente toda la 
dinámica necesaria para derivar las proposiciones si- 
guientes. Arquímedes usa dos verbos que expresan la 
acción de una fuerza: OMPo = comprimir, “presionar, 
y ¿¿odéo —propiamente, “empujar fuera”, “expulsar — 
que traduzco con “impulsar y desplazar”. Las partes del 
líquido a que el postulado se refiere pueden tomarse 
tan pequeñas como se desee; de hecho, en varias de las 
demostraciones que leeremos, Arquímedes considera la 
presión ejercida horizontalmente por una lámina líqui- 
da sin espesor cuyas partes equidistan del centro de la 
Tierra. En virtud de la condición enunciada al final, el 
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postulado solo se aplica a un líquido que no está ence- 
rrado ni comprimido por nada. Se trata de un caso irreal, 
pues hasta el mismo océano está comprimido por la at- 
mósfera y está contenido en un fondo sólido. El modelo 
de Arquímedes contempla más bien un líquido homogé- 
neo que forma una gota gigantesca alrededor del punto 
hacia el cual gravitan todos los cuerpos pesados. Esta 
idealización facilita la formulación y expresión del pos- 
tulado; pero su contenido informativo refleja situaciones 
reales bien conocidas. Si cargamos de peso la parte su- 
perior de una columna de mármol aumenta la presión 
ejercida sobre su base; pero si hacemos otro tanto con 
una columna de agua, la presión adicional se ejerce en 
todas direcciones, incluso la horizontal. Por esto, si A y 
B son dos partes contiguas del líquido situadas al mis- 
mo nivel y la presión vertical sobre A es mayor que la 
presión vertical sobre B, la presión horizontal de A sobre 
B supera la ejercida por B sobre A y B es impulsado y 
desplazado por A.”] 


PropPosIicióN 1. Sea P un punto y £ una superficie tal que 
la intersección de 2 con cualquier plano que pasa por P es 
una circunferencia con centro P. Entonces 2 es una esfera 
cuyo centro es P. 


[Omito la demostración de este teorema geométrico.] 


ProposIciÓN 2. La superficie de un líquido en reposo es 
una esfera cuyo centro es el centro de la Tierra. 


Demostración (fig. 7). Sea la ABCD la intersección de 
la superficie del líquido con un plano TI que pasa por 
el centro de la Tierra K. Construimos el 4 BKL igual al 
Z¿AKB. Si la curva ABCD no es parte de una circunfe- 


Z A Xx K DH 


rencia con centro K sus puntos no equidistan de K y 
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que B 
dista de K más que A y menos que L. Sea la curva ZBEH 
parte de la circunferencia con centro K y radio KB. Las 
partes del líquido XO y OP son iguales, contiguas y están 
al mismo nivel. OX es comprimida por XOBA y OP es 
comprimida por OPLB. Como AX < BO < LP, es claro 
que OX está menos comprimido de OP. Por tanto OP 
impulsa y desplaza a OX (Post. 1). Por tanto, el líquido 
no está en reposo. Esto contradice la condición prescrita. 
Por tanto ABCD es parte de una circunferencia. Como 
MT es un plano cualquiera que pasa por K, la superficie 
del líquido es una esfera con centro K. O 


ProposIcióN 3. Un sólido inmerso en un líquido que, volu- 
men por volumen, pesa lo mismo que él, se hunde solamente 
hasta quedar completamente cubierto." 


Demostración (fig. 8). Sea AMD la intersección de la 
superficie del líquido con un plano IT que pasa por el 
centro de la Tierra K. Sea EZHT la intersección del mis- 
mo plano con un sólido que, volumen por volumen, 
pesa lo mismo que el líquido. Supongamos que el só- 
lido se hunde en el líquido de modo que una parte de 
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A D 


aquel, cuyo perfil es EZGB, sobresale sobre la superficie 
de este. Imaginemos una pirámide con una base rec- 
tangular en la superficie del líquido y vértice en K, la 
cual contiene toda la parte sumergida del sólido. Sea 
KML la intersección de esta pirámide con el plano II y 
KMN la intersección del mismo plano con otra pirámi- 
de contigua y congruente con la anterior. Consideramos 
una parte del líquido contenido en la segunda pirámide 
que sea congruente con la parte sumergida del sólido. 
Sea RYCS la intersección de II con ella. Consideramos 
finalmente las intersecciones de ambas pirámides con 
la superficie de una esfera de centro K y radio KO. Ellas 
constituyen partes iguales del líquido situadas al mismo 
nivel. En la fig. 8 están representadas por los arcos XO 
y OP en que respectivamente las intersecta el plano IT. 
Evidentemente la presión vertical sobre OX es mayor 
que la presión vertical sobre OP. Por tanto, el líquido 
no está en reposo. Podrá estarlo, en cambio, en cuanto 
cubra al sólido completamente. O 


ProPosIcIóN 4. Un sólido más liviano que el líquido en que 
está inmerso, no se sumerge totalmente, sino que una parte 
de él se asoma sobre la superficie del líquido. 


O 
Demostración (fig. 9). Sean L, M, N, X, O, P y K como 
en la fig. 8. Consideramos un sólido Z más liviano que 
el líquido, volumen por volumen, y una parte del líqui- 
do H con la misma forma y volumen que Z. Si Z está 
completamente sumergido en el líquido la presión ver- 
tical sobre XO es menor que la presión vertical sobre 
OP, y el líquido no puede estar en reposo. Habrá reposo, 


en cambio, si solo una parte de Z está sumergida y otra 
parte se asoma sobre la superficie del líquido. O 


[La proposición siguiente determina el tamaño de la par- 
te sumergida.] 


PropPosIcióN 5. Un sólido más liviano que el líquido en 
que está inmerso, se hunde hasta que el peso del líquido 
desplazado por la parte sumergida sea igual al peso de todo 
el sólido. 


Demostración (fig. 8). Sea EZHT el perfil de un sólido 
que, volumen por volumen, es más liviano que el lí- 
quido. Si el líquido está en reposo, el sólido está solo 
parcialmente sumergido (Prop. 4). Sea BGHT el perfil 
de la parte sumergida y RYCS el perfil de una parte del 
líquido congruente con ella. Esta parte es pues igual a la 
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parte del líquido desplazada por el sólido. Ella tiene que 
pesar lo mismo que el sólido entero, pues de otro modo 
no habría la misma presión vertical sobre las partes del 
líquido representadas por los arcos XO y OP, y el líquido 
no estaría en reposo. O 


ProposicióN 6. Un sólido que es más liviano que un lí- 
quido y es sumergido a la fuerza en él es impulsado hacia 
arriba por una fuerza igual a la diferencia entre el peso de 
un volumen de líquido igual al volumen del sólido y el peso 
del sólido mismo. 


Fig. 10 


Demostración (fig. 10). Sea A un sólido más liviano que el 
líquido, volumen por volumen, y que ha sido sumergido 
a la fuerza en este. Sea B el peso del sólido A y B + C 
el peso de una parte del líquido cuyo volumen es igual 
al de A. Sea D un sólido cuyo peso es igual a C. El só- 
lido compuesto A + D es más liviano que un volumen 
igual del líquido, ya que su peso B + C es igual al peso 
de un volumen de líquido igual a A. El sólido A + D se 
hundirá precisamente lo necesario para que la parte A 
quede sumergida, puesto que A + D pesa lo mismo que 


la parte del líquido desplazada por A (Prop. 5). Es claro, 
entonces, que para sumergir completamente el sólido 
A es necesario y suficiente ejercer sobre él una fuerza 
igual al peso del sólido D, esto es, igual a C. Esta fuerza 
compensa el empuje hacia arriba que el líquido ejerce 
sobre A, y que impide que A se sumerja totalmente sin 
ayuda. Ahora bien, C es precisamente la diferencia entre 
el peso de un volumen de líquido igual al volumen de A 
y el peso de A mismo. O 


Fig. 11 


PropPosicióN 7. Un sólido más pesado que el líquido en 
que está inmerso se hunde hasta el fondo de este, y su peso, 
cuando lo pesan dentro del líquido, es menor que su peso 
fuera del líquido y difiere de este en una cantidad igual al 
peso del líquido que desplaza. 


Demostración (fig. 11). Mientras haya una parte del lí- 
quido situada bajo el sólido esta parte estará expues- 
tas a una presión vertical mayor que sus vecinas. Por 
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tanto, el sólido seguirá descendiendo hasta tocar fondo. 
Sea A un sólido más pesado que un volumen igual de 
líquido. Digamos que pesa C + B, mientras que un vo- 
lumen igual de líquido tiene un peso igual a B. Sea D 
un sólido más liviano que un volumen igual de líqui- 
do. Supongamos que pesa B, mientras que un volumen 
igual de líquido tiene un peso igual a B + C, y pesa, por 
tanto, lo mismo que el sólido A. Si unimos los sólidos D 
y A en un solo sólido D + A, este pesa B + C + B, esto es, 
exactamente lo mismo que un volumen igual de líquido. 
El sólido D + A se sumerge en el líquido hasta quedar 
cubierto pero no se hunde hasta el fondo (Prop. 3). Por 
consiguiente, la fuerza [dirigida hacia abajo] que hace 
que A, por sí solo, se hunda hasta el fondo tiene que ser 
igual a la fuerza [dirigida hacia arriba] que impide que 
D, por sí solo, se sumerja completamente. Esta fuerza 
es igual a la diferencia entre el peso de un volumen de 
líquido igual a D y el peso del sólido D (Prop. 6), vale 
decir, igual a (B + C) — B =C. Por tanto, la fuerza que 
hace que A caiga hasta el fondo del líquido es igual a C, 
esto es, a la diferencia entre el peso (B + C) que A tiene 
fuera del líquido y el peso B de un volumen de líquido 
igual a A. Ahora bien, esta fuerza que hace que A caiga 
hasta el fondo del líquido es precisamente el peso de A 
dentro del líquido. Es claro entonces que el peso C de A 
dentro del líquido es menor que su peso (B + C) fuera 
del líquido y que la diferencia entre ambos es igual a B, 
el peso del líquido desplazado por A. O 


[Omito el Postulado 2 y las Proposición 8 y 9]. 


Dez LiBRO Il 


ProPosIcióN 1. Si un sólido más liviano que un líquido 
reposa en este, el peso del sólido es al peso de un volumen de 
líquido igual al suyo como el volumen de la parte sumergida 
del sólido es a su volumen total. 


Explicación. En otras palabras, si el sólido consta de una 
parte sumergida cuyo volumen es A y cuyo peso es al 
y una parte no sumergida cuyo volumen es B y cuyo 
peso es f, y w es el peso de una parte del líquido cuyo 
volumen Q = A + B, entonces, según esta proposición, 
(a+f):0 = A:(A + B).] 


Demostración. Sean A, B, a, $ y w como en la explicación 
precedente. Sea u el peso de un volumen de líquido M = 
A. Entonces, u = a.+f8 (por la Prop. 1.5). Por tanto, 


(a+ B):o = 10 =M:Q = A:(A + B) O 


[Omito las Proposiciones 2-10]. 


3.3 La distancia al Sol y la Luna 


Aristarco de Samos (ca.310-ca.230 a.C.) es recorda- 
do principalmente por su concepción heliocéntrica del 
sistema planetario. Desgraciadamente, la obra en que la 
explicaba no ha sobrevivido, y solo sabemos de ella por 
una breve alusión de Arquímedes.'* El único escrito de 
Aristarco que ha llegado hasta nosotros trata De las mag- 
nitudes y las distancias del Sol y de la Luna. En él estima la 
razón entre los tamaños de la Tierra, la Luna y el Sol, y 
entre las distancias de la Tierra a la Luna y de la Tierra al 
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Sol. Aunque los valores propuestos son bastante inexac- 
tos, el razonamiento de Aristarco es enteramente correc- 
to. Especialmente interesante es el modelo geométrico 
en que basa su evaluación de las distancias (fig. 12). 


Cuando la Luna L, vista desde la Tierra T, aparece 
dividida en dos mitades, una oscura y la otra iluminada 
por el Sol S, las rectas LT y LS forman un ángulo recto. 
Un observador colocado sobre la Tierra puede medir el 
ángulo a. entre la recta TL en dirección de la Luna y la 
recta T'S en dirección del Sol. La razón entre las distan- 
cias de la Tierra a la Luna y de la Tierra al Sol depende 
de este ángulo. Tenemos que: 


TL: TS =co0s a EAS 


Aristarco asigna al ángulo a un valor de 87”. Si este 
valor fuera correcto, la ecuación (3.2) implicaría que la 
distancia TS de la Tierra al Sol es igual a 19,11 veces la 
distancia TL de la Tierra a la Luna. Aristarco, que no 
disponía de una calculadora de mano ni de una tabla de 
cosenos, ofrece la siguiente desigualdad: 


18 < TS: TL < 20 (3.3) 


Los textos de astronomía actuales ponen a = 89? 50' y 
TS:TL = 400.1 


Basándose en el hecho de que el Sol, durante un 
eclipse total, es cubierto bien ceñidamente por la Luna, 
Aristarco concluye que sus respectivos tamaños están en 
la misma proporción que TS y TL. La desigualdad (3.3) 
implica entonces que el Sol es una 19 veces mayor que 
la Luna. En realidad, es alrededor de 400 veces mayor. 
Pero el error se debe a la información empírica utilizada 
por Aristarco (a = 87", en vez de a. = 89?51'), no a su 
modo de razonar. 

El lector habrá advertido que Aristarco, por haber 
subestimado en no más de un 3,2% el ángulo a, que 
era su dato empírico, sobreestimó veinte veces el cocien- 
te TL:TS, que era la cantidad buscada.” Este ejemplo 
ilustra una importante diferencia en las cualidades de 
un modelo matemático. Un modelo puede ser perfecta- 
mente adecuado, en cuanto permite calcular resultados 
exactos a partir de datos exactos, y sin embargo no ser 
idóneo, si un error en los datos, que es probable o aun 
inevitable con las técnicas de medición de que se dispo- 
ne, puede generar un error intolerable en los resultados. 
Evidentemente, para la empresa del conocimiento, lo 
que cuenta es que los modelos sean idóneos, aunque 
no sean adecuados. 


3.4 Excéntricas y epiciclos 


La distancia aparente entre la Tierra y cada planeta 
no es constante, sino que varía periódicamente. No es 
difícil comprobar que el movimiento del Sol y la Luna en 
el firmamento es más lento cuando están más lejos de la 
Tierra. Convencidos de que las esferas homocéntricas de 
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Eudoxo no podrían modelar bien estos fenómenos, los 
astrónomos de la época helenística introdujeron el es- 
quema de órbitas excéntricas y epicíclicas utilizado para 
representar los movimientos planetarios en la Sintaxis 
matemática —el Almagesto— de Claudio Tolomeo (siglo 
II d.C.). Antes de explicar como opera este esquema, 
es oportuno recordar que el movimiento epicíclico fue 
concebido por Apolonio de Perga (siglo III a.C.), a quien 
quizás se debe también la invención de las excéntricas; 
que el sistema planetario geocéntrico modelado con es- 
tos recursos y trasmitido a la edad media islámica y cris- 
tiana por Tolomeo fue creado originalmente por Hiparco 
de Nicea (c. 190—c. 120 a.C.); y que también los utiliza 
el sistema heliocéntrico de Copérnico (1473-1543). En 
suma, los métodos descritos en esta sección dominaron 
la astronomía desde el siglo II a.C. hasta el siglo XVII de 
nuestra era, cuando finalmente fueron abandonados por 
Johannes Kepler en su Nueva Astronomía (1609). Suele 
entenderse que la persistencia de estos métodos se debe 
a la obsesiva fidelidad de los astrónomos al programa 
que supuestamente les propuso Platón y que consistía 
en dar cuenta del movimiento aparente de los planetas 
mediante movimientos circulares y uniformes.” Por otra 
parte, es evidente que, antes de la invención del cálculo 
infinitesimal por Newton y Leibniz hacia fines del siglo 
XVII, los recursos matemáticos de que disponían los 
astrónomos les permitían calcular la posición futura de 
los astros solo si esta resultaba de una combinación de 
movimientos circulares uniformes. '* 

Con excepción de la fig. 15, los diagramas siguientes 
y las explicaciones que los acompañan se basan en la 
exposición del sistema tolemaico por F.S. Benjamin y 
G.J. Toomer (1971, pp. 39-56). 


TI 


La fig. 13 presenta una órbita excéntrica simple. El 
planeta P se mueve con velocidad angular uniforme, en 
sentido positivo (es decir, contrario al de las manecillas 
del reloj), en la circunferencia del círculo de centro M y 
radio MA. La Tierra está situada en O. Evidentemente, 
el movimiento de P en torno a O no es uniforme, sino 
más lento cerca del apogeo A y más rápido cerca del pe- 
rigeo IT. La distancia OM = e, entre la Tierra y el centro 
de la órbita, es la excentricidad del planeta. La anomalía 
media k = ¿AMP corregida por la equatio e = ¿MPO 
da la anomalía observada,'” esto es, la distancia angular 
k medida por el observador entre el apogeo del planeta 
y su posición actual: 


K=kF € (3.4) 
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La fig. 14 presenta un modelo epicíclico simple e 
ilustra su equivalencia con el modelo excéntrico de la 
fig. 13. En el modelo epicíclico el planeta P se mueve 
con velocidad angular uniforme, en sentido negativo, so- 
bre la circunferencia del círculo con centro C y radio CP 
(el epiciclo), mientras el punto C se mueve con velocidad 
angular uniforme, en sentido positivo, sobre la circunfe- 
rencia del círculo de centro O y radio OC (el deferente). 
Si en cada intervalo de tiempo, P describe en torno a € 
un ángulo igual al descrito por C en torno a O (pero en 
sentido opuesto), esto es, si en todo momento G.=-k, y 
si el radio CP del epiciclo es igual a la excentricidad e de 
la órbita de la fig. 13, entonces la posición de P relativa 


a un observador situado en O es siempre la misma de 
acuerdo con ambos modelos. Montado en su epiciclo el 
planeta traza efectivamente el circulo con centro en M 
(línea punteada) y alcanza su apogeo en A y su perigeo 
en TI. Como el lector puede fácilmente comprobar, en 
estas condiciones, la recta CP que une el planeta con el 
centro del epiciclo se mantiene siempre paralalela a la lí- 
nea de ápsides ITA, y la recta PM que une el planeta con 
el centro de su trayectoria efectiva se mantiene siempre 
paralela a la recta OC que une al centro del epiciclo con 
el observador. Por tanto, el 4COP, que es la equatio e en 
el modelo epicíclico, es siempre igual al 4MPO, que es 
la eqquatio e en el modelo excéntrico. En ambos modelos, 
la distancia angular « medida por el observador entre el 
apogeo del planeta y su posición actual satisface en todo 
momento la ecuación (3.4). 

Consideremos un planeta P que se mueve en un 
epiciclo de radio igual a la mitad del radio del deferen- 
te. Si la velocidad angular de P en torno al centro C del 
epiciclo es igual a 3 veces la velocidad angular de C en 
torno al centro O del deferente, entonces P describe un 
ángulo de 45" en torno a C cada vez que C describe uno 
de 15” en torno a O. La fig. 15 presenta 24 posiciones 
sucesivas del epiciclo. Un circulito numerado marca la 
posición del planeta mismo en cada una. La 4? y la 16* 
casi coinciden con la 8? y la 20?, respectivamente, y sus 
números no se ven. El tiempo trascurrido entre cada par 
de posiciones consecutivas es igual a 1/24 del período 
que ocupa C en dar una vuelta completa en torno a O. 
Obsérvese que la velocidad angular de P en torno a O 
no es uniforme durante el período. Entre las posiciones 
5? y 8? y entre las posiciones 17* y 19? el planeta, visto 
desde O, de hecho retrocede. 
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Las figuras siguientes representan algunos mode- 
los de Tolomeo. En la fig. 16 el Sol S se mueve unifor- 
memente, en sentido positivo, en la circunferencia del 
circulo con centro en M y radio MS = R, en torno al 
observador terrestre situado en O. La posición del Sol 
está dada por su longitud verdadera 1, medida desde la 
dirección del punto en que el Sol cruza el ecuador celes- 
te en marzo (equinoccio boreal de primavera, 0? en la 
constelación de Aries, o P¿). En particular, 2, es la lon- 
gitud del Sol cuando alcanza su apogeo en A. La longitud 
media h es el ángulo descrito por el Sol en torno al centro 
M de su órbita, desde la última vez que pasó por Y¿. Por 
tanto, la anomalía media k es igual a2—Az. La equatio 


TI 


e —en este caso, la corrección que hay que hacerle a la 
longitud media (calculable mediante el modelo) para ob- 
tener la longitud verdadera (observable) — es el ¿OSM 
y depende de k (cf. las ecuaciones (3.4) y (3.6)): 


A==2 5 e(K) (3.5) 


La fig. 17 presenta el modelo tolemaico simple de 
la Luna. El astro L se mueve con velocidad angular uni- 
forme, de poniente a oriente, en un epiciclo con radio 
r y centro C, mientras C recorre con velocidad algo ma- 
yor y en sentido contrario el deferente con radio R, en 
torno a la Tierra O,. Por tanto, en un tiempo dado, la 
longitud media 1 —esto es, el ángulo descrito por C en 
torno a O desde su último paso por Y, — aumenta más 
que la anomalía media ú —esto es, el ángulo descrito 
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por L en torno a C desde su último apogeo (en A). Para 
simplificar, representamos una ocasión en que el último 
apogeo de L ha coincidido con su último paso por To; 
entonces, los valores de á y A son comparables, pues re- 
presentan el incremento total de ambas cantidades des- 
de un mismo momento. Entonces ú < A. La «quatio e 
depende de la anomalía media ú y la longitud verdadera 
A está dada por: 


(3.6) 


Tolomeo comprobó que el modelo de la fig. 17, con 
los parámetros establecidos por él, concuerda bien con 
las observaciones cuando la Luna y el Sol están en con- 
junción o en oposición (Luna nueva y Luna llena), pero 
no en otros momentos. El desacuerdo con las obser- 
vaciones es máximo en las cuadraturas (esto es, en las 
situaciones representadas en la fig. 12). Para eliminar 
estas discrepancias Tolomeo introdujo el dispositivo que 
paso a explicar (fig. 18). 


Sean O y C como en la fig. 17 y Ty como en la fig. 16. 
La línea punteada marcada con O apunta en la dirección 
del “Sol medio”, es decir, es paralela a la recta MS de la 
fig. 16. Por tanto, el ángulo entre las dos líneas puntea- 
das corresponde precisamente a la longitud media del 
Sol 2 definida en el comentario a la fig. 16. Aquí la lla- 
maré 2(O) para distinguirla de la longitud media de la 
Luna ML). Imaginamos un pequeño círculo con centro 
O y radio OE = s. Sea E la intersección de este círculo 
con la recta OC en el momento de la conjunción media, 
esto es, cuando 10) =2(L). Para simplificar, suponemos 
que la última conjunción media ocurrió en el equinoxio 
boreal de primavera, cuando el Sol pasó por To, y MO) 
= 0. La figura representa la situación cuatro días más 
tarde, cuando C ha recorrido una séptima parte del de- 
ferente. También 1(O) ha aumentado, pero mucho más 
lentamente (solo una treceava parte, en realidad, pero la 
figura sería incomprensible si pretendiera reflejar esta 
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proporción). Sea, pues, M0) — ML) = 1. Suponemos que 
durante el mismo tiempo el punto E se ha desplazado 
con movimiento circular uniforme en torno a O, en la 
dirección opuesta. Su velocidad angular está sujeta a la 
condición siguiente: la dirección del Sol medio bisec- 
ta en todo momento el ZEOC = 2n. Para “salvar los 
fenómenos” Tolomeo introduce la hipótesis siguiente: 
la distancia EC se mantiene invariable y, por ende, es 
igual a la diferencia entre OC y OE en el momento de la 
conjunción media. Debido a esto, la trayectoria de C no 
puede ser circular, puesto que la distancia OC varía entre 


un máximo igual a EC + OE en la conjunción y oposi- 
ción y un mínimo igual a EC — OE en las cuadraturas. 
En suma, el deferente de la Luna en el modelo tolemaico 
corregido tiene una forma ovalada. Nótese además que, 
al postularse la uniformidad de la velocidad angular de C 
en torno a O, la velocidad lineal de C sobre el deferente 
tiene que ser variable. C recorrería distancias iguales 
en tiempos iguales en una circunferencia con centro O 
pero, por lo mismo, no puede hacerlo en el óvalo que es 
su trayectoria efectiva.? 

La fig. 19 combina las ideas exhibidas en las figs. 
17 y 18. El centro C del epiciclo de la Luna se mueve 
con velocidad angular uniforme en torno a O. El punto 
E se mueve en sentido opuesto en un circulo pequeño 
con centro O y radio OE (en aras de la inteligibilidad, la 
figura exagera inmensamente el tamaño relativo de este 
círculo). Las rectas OC y OE forman en todo momento 
ángulos iguales con la dirección del Sol medio O. La 
magnitud (variable) de estos dos ángulos se designa en 
la figura con n. La Luna L se mueve con velocidad an- 
gular uniforme en torno a C. Su anomalía media ú se 
mide desde el apogeo epicíclico medio A, que es, en el epi- 
ciclo, el punto más alejado del punto B, diametralmente 
opuesto a E en el pequeño círculo. Por tanto, el ángulo 
5 entre A y el apogeo epicíclico verdadero A depende de n. 
La «quatio e depende (i) de la verdadera anomalía, esto 
es, del ZACP =ú 2 6, y (ii) de la distancia variable OC 
que, a su vez, depende de la posición de E y por ende 
del ángulo 1. 

La fig. 20 presenta el modelo tolemaico de un pla- 
neta exterior (Marte, Júpiter o Saturno). El centro C del 
epiciclo se mueve en el deferente con radio R en torno 
a un punto M que no coincide con el centro de la Tierra 
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O. La distancia MO = e es la excentricidad del planeta. C 
no describe ángulos iguales en tiempos iguales en torno 
a M, sino en torno a otro punto E —el “punto igualador” 
o ecuante— situado sobre la recta MO a la misma dis- 
tancia de M que O, pero en la dirección contraria.” (De 
modo que ME = MO = e y EO = 2e.) El planeta se mueve 
en el epiciclo de radio r con velocidad angular uniforme 
en torno a C, en el mismo sentido en que C se mueve 
en torno a M. El movimiento de P cumple la condición 
siguiente: la recta CP es paralela en todo momento a la 
dirección del Sol medio, visto desde la Tierra. (Este papel 
especial del Sol en el modelo tolemaico de los planetas 
exteriores y la función diferente pero análoga que cum- 
ple en el modelo de los interiores se aclaran por com- 
pleto en el sistema heliocéntrico de Copérnico; cf. $3.5). 
La anomalía media ú. se mide desde el apogeo epicíclico 


medio H, que se mantiene en oposición al ecuante E 
(respecto a C). Pero la eequatio e depende del 4GCP —la 
verdadera anomalía a— donde G es el verdadero apogeo 
epicíclico, que se mantiene en oposición al observador O 
(respecto a C). El ZGCH = 8 debe aplicarse a úl para cal- 
cular a. Por otra parte, este ángulo 3 es evidentemente 
igual al ZOCE, que tiene que aplicarse al centrum k para 
calcular el ZAOC (la distancia angular entre el centro C 
del epiciclo y el apogeo A medido desde O). La verdadera 
longitud A del planeta está dada por: 


A=121+ S(k) + e(a,k) (3.7) 


La fig. 21 presenta el modelo tolemaico de Mercurio, 
el cual combina ideas utilizadas en los modelos ya con- 
siderados de la Luna (fig. 19) y de los planetas exteriores 
(fig. 20). El centro C del epiciclo con radio r se mueve en 
un deferente con radio R y centro M. C se mueve con 
velocidad uniforme en torno al ecuante E, separado del 
observador terrestre O por la excentricidad e. Sea B un 
punto fijo sobre la recta que pasa por E y O, situado a 
distancia e de E y 2e de O. M se mueve en un pequeño 
círculo con centro B y radio e, con velocidad angular 
uniforme de igual magnitud pero sentido opuesto a la 
velocidad angular de C en torno a E. Por tanto, durante 
cada revolución de C en torno a E, la distancia MO varía 
entre un máximo igual a 3e (cuando k = 0%) y un mínimo 
igual a e (cuando k = 180? y M coincide con E). Al mismo 
tiempo también varía la distancia OC, la cual alcanza su 
máximo cuando ú = 0? y su mínimo cuando k = 120? 
y cuando k = 240? (o sea, dos veces en cada revolución 
de C). El planeta P se mueve con velocidad angular uni- 
forme en torno a C en el mismo sentido en que C se 
mueve en torno a M. La anomalía media a del planeta 
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se mide desde el apogeo epicíclico medio H, situado en 
la dirección opuesta a E. La recta que une el ecuante E 
con el centro del epiciclo C apunta en cada momento en 
la dirección del Sol medio. 

A la luz de los modelos estudiados, especialmente el 
modelo perfeccionado de la Luna (fig. 19) y el de Mercurio 
(fig. 21), es difícil evitar la conclusión siguiente: en el áni- 
mo de Claudio Tolomeo pesaban más los datos observados 
que el programa supuestamente platónico, descrito por 
Simplicio, según el cual los fenómenos planetarios debían 
explicarse mediante una combinación de movimientos cir- 
culares uniformes. Amicus Plato, sed magis amica veritas. 


3.5 Copérnico, revolucionario conservador 


Copérnico (1473-1543) es conocido y admirado mun- 
dialmente por la decisiva corrección que introdujo en la 
visión humana espontánea del lugar que ocupamos en 
el universo. Al sostener que la Tierra en que vivimos es 
solo un planeta más que rota en torno a los polos y via- 
ja alrededor del Sol, inició el cambio de punto de vista 
que culmina en el llamado “principio copernicano” de 
la cosmología actual, según el cual estamos situados en 
un lugar que no tiene ningún privilegio, de tal modo 
que el aspecto que las cosas nos presentan no difiere 
esencialmente de lo que podría observarse desde cual- 
quier otro sitio.” 

Conviene recordar que esta revolución copernica- 
na no entrañó un cambio importante en los recursos, 
métodos y conceptos de la astronomía. Para la obser- 
vación, Copérnico sigue usando el ojo desnudo, auxi- 
liado por instrumentos inventados en la Antigiúedad y 
la Edad Media. El cambio en la astronomía observacio- 
nal se inicia después de su muerte, por obra de Tycho 
Brahe (1546-1601), quien mejoró enormemente los ins- 
trumentos tradicionales, y se radicaliza con la adopción 
del telescopio por Galileo (1564-1642). En el aspecto ma- 
temático, la astronomía de Copérnico no difiere esencial- 
mente de la de Hiparco y Tolomeo. Ahora el firmamento 
está firme y su movimiento aparente se atribuye a la rota- 
ción de la Tierra, la cual viaja alrededor del Sol, lo mismo 
que Mercurio, Venus, Marte, Júpiter y Saturno, mientras 
que la Luna se traslada mensualmente alrededor de la 
Tierra; pero toda la parafernalia de epiciclos y deferentes 
se mantiene, simplificada en algunos respectos, gracias 
a la hipótesis heliocéntrica, pero complicada en otros. La 
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mayor complicación se debe en parte a que Copérnico 
prescinde del ecuante (o punto igualador) de que se valía 
Tolomeo para simular lo que ahora entendemos son ma- 
nifestaciones de la variación de velocidad de los planetas 
en sus órbitas elípticas alrededor del Sol. Un movimien- 
to circular uniforme en torno a un punto que no es el 
centro del círculo no es propiamente lo que se llama un 
movimiento circular uniforme. Por tanto, el ecuante de 
Tolomeo (nota 21) viola el principio platónico transmiti- 
do por Simplicio (nota 17) y vulnera la perfección de los 
cielos.?% En este punto específico, Copérnico sería pues 
más conservador que Tolomeo. Con todo, su insistencia 
en la estricta uniformidad de los movimientos circulares 
podría obedecer no tanto a un prurito platonizante de 
Copérnico, como al propósito —también compartido por 
Kepler (1531-1630) y finalmente satisfecho por Newton 
(1642-1727) — de darle un fundamento físico a los mo- 
vimientos planetarios. Cito a Koyré: “Copérnico cree al 
parecer que una figura esférica —la forma geométrica 
más perfecta y aquella que, por esa misma perfección, 
tienden a asumir todos los cuerpos naturales— no solo 
es más apropiada para el movimiento [...], sino que es 
causa suficiente de este y genera naturalmente el más 
perfecto y más natural de los movimientos, a saber, el 
movimiento circular” (1992, p. 58). 

No vale la pena entrar aquí en los detalles de los 
modelos planetarios de Copérnico, que metodológica- 
mente nada añaden a lo que ya hemos visto en la $3.4; 
pero pienso que es oportuno examinar las razones basa- 
das en la experiencia común y en la propia astronomía 
matemática griega que justificaban sus grandes inno- 
vaciones cosmológicas. De paso, me referiré también a 
las objeciones científicas que, reforzando la superstición 


tradicional, retardaron la aceptación general del punto 
de vista heliocéntrico. 

Al lector de hoy le parece inverosímil que perso- 
nas del refinamiento intelectual de Platón y Aristóteles, 
Hiparco y Tolomeo, no hayan reconocido que al con- 
templar la rotación del firmamento alrededor del polo 
visible del cielo, que arrastra consigo a los siete “astros 
errantes” a pesar de que cada uno de estos tiene su mo- 
vimiento propio, estamos viendo simplemente que la 
Tierra en que vivimos —cuya forma esférica todos ellos 
conocían— gira como un trompo en torno a un eje fijo.?* 
Copérnico le atribuye a Tolomeo la objeción siguiente: 
tal movimiento de rotación de la Tierra, que recorre en 
24 horas toda la longitud de su circunferencia, sería su- 
mamente violento y de insuperable rapidez; pero las co- 
sas agitadas por una rotación súbita no se mantienen 
juntas, sino que se dispersan a menos que una fuerza 
cohesiva las contenga.? A esto Copérnico responde, en 
primer término, que, si la Tierra estuviese inmóvil, la 
rotación habría destruido el firmamento, cuya velocidad 
tangencial sería tantísimo mayor que la que, para asegu- 
rar la misma velocidad angular de 15? por hora, es preci- 
so atribuir a la Tierra. Esta respuesta supone, por cierto, 
una homogeneidad física entre la Tierra y los cielos que 
Copérnico defiende, pero que Aristóteles negaba. Para 
quienes comparten la visión aristotélica de las cosas, la 
Tierra se disgrega al rotar justamente porque la rotación 
va contra su naturaleza; en cambio, el éter celeste con- 
serva su forma incólume cuando se mueve con su mo- 
vimiento natural. Además, si el firmamento es —como 
sostuvo Aristóteles— el lugar de todas las cosas, el límite 
externo del universo, ¿hacia dónde podría dispersarse? 
Sin embargo, Copérnico echa mano de estas mismas 
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consideraciones para defender la rotación de la Tierra: 
si no hay nada más allá del firmamento, es por cierto 
asombroso que algo pueda ser retenido por nada (si a 
nihilo potest cohiberi aliquid—Copérnico, 1543, p. 5v). Por 
lo demás, todos saben que la Tierra está contenida den- 
tro de una superficie esférica. ¿Por qué entonces titubea- 
mos en asignarle el movimiento naturalmente adecuado 
a su forma, en vez de atribuirle rotación al universo en- 
tero cuyo límite es desconocido e inconocible? Cuando 
zarpamos sobre aguas tranquilas nos parece que la nave 
reposa y el puerto se aleja. Del mismo modo, mientras 
la Tierra se mueve, puede parecernos que gira el univer- 
so.” Pero si la Tierra naturalmente da vueltas en torno al 
eje de los polos, todas las cosas terrestres tenderán por 
su misma naturaleza a conservar este movimiento. No 
es admisible, por tanto, la popular objeción tradicional 
—repetida incluso por Tycho Brahe— de que, si la Tierra 
girase hacia el oriente con una velocidad angular de 15? 
por hora, los objetos lanzados hacia arriba caerían al 
poniente —y bastante lejos— del lugar del lanzamiento. 
Los objetos terrestres participan naturalmente de lo que 
podemos llamar inercia rotatoria: una tendencia inde- 
leble a seguir circulando alrededor del mismo eje que 
la Tierra. De hecho, según Copérnico, este es el movi- 
miento simple que es natural para los cuerpos simples, 
y del cual participan mientras permanezcan unidos en 
su lugar natural; en cambio, el movimiento rectilíneo les 
sobreviene solo cuando ha sido apartados o expulsados 
de su lugar natural: el movimiento en línea recta indica 
que algo no marcha rectamente.” 

Ahora bien, si la Tierra es capaz de moverse, como 
prueba su rotación diaria, nada impide atribuirle otros 
movimientos, si tenemos buenas razones para ello. Así 


Copérnico explica por primera vez la precesión de los 
equinoccios, tal como lo hacemos ahora, mediante la 
lenta precesión del eje de la Tierra en torno a una rec- 
ta perpendicular a la eclíptica. Sean O el centro de la 
Tierra, N el polo norte, OP perpendicular a la eclíptica y 
NP perpendicular al eje de la Tierra. Entonces, como es 
sabido, 4NOP = 23%40'. Si hacemos rotar el triángulo 
rectángulo ONP en torno a la hipotenusa OP con veloci- 
dad angular constante y un período de 25,800 años, los 
puntos del firmamento en que la eclíptica corta el ecua- 
dor celeste —los puntos equinocciales— recorrerán en 
ese período toda la circunferencia del cielo. Movimientos 
análogos se observan comúnmente en los trompos y esta 
explicación del fenómeno descubierto por Hiparco era 
prácticamente ineludible una vez postulada la rotación 
de la Tierra. 

Más instructiva e interesante es la prueba de que la 
Tierra se traslada anualmente alrededor del Sol. Según la 
astronomía geocéntrica tradicional es, por cierto, el Sol 
el que, como un planeta más, se traslada alrededor de 
la Tierra, por lo cual el orto solar recorre en un año las 
doce constelaciones del Zodíaco. Es verosímil que este 
aparente traslado del Sol —tal como la rotación aparente 
del firmamento— refleje un movimiento efectivo de la 
Tierra, dado que ella es el cuerpo menor. Pero Copérnico 
dispone de un argumento más sutil, tomado del propio 
sistema de Tolomeo. En virtud de las excelentes obser- 
vaciones acumuladas por los astrónomos antiguos, este 
sistema postula que, en el caso de los tres planetas “supe- 
riores” (o, como hoy decimos, exteriores), Marte, Júpiter 
y Saturno, la recta que une al planeta con el centro del 
respectivo epiciclo es paralela en todo momento a la recta 
que une la Tierra al Sol medio. Esta notable coincidencia 
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asegura el hecho conocido de que esos planetas retroce- 
den cuando están en oposición (esto es, en la región del 
firmamento diametralmente opuesta a aquella donde se 
halla el Sol); pero es enteramente incomprensible bajo 
las hipótesis de Tolomeo. El misterio se disipa en el acto 
bajo la hipótesis heliocéntrica de Copérnico. Si Saturno 
y la Tierra se trasladan ambos, con períodos diferentes, 
en torno al Sol, pero, por ser un planeta exterior, la tra- 
yectoria de Saturno también circunda a la Tierra, la re- 
presentación del movimiento de Saturno en un sistema 
geocéntrico como el de Tolomeo tiene que simular su 
desplazamiento relativo a la Tierra mediante dos movi- 
mientos circulares: mientras el centro del epiciclo pla- 
netario describe un círculo (deferente) en el firmamento 
en el período de 29,5 años que toma la traslación efectiva 
del planeta en torno al Sol, Saturno mismo recorre el 
epiciclo en un año sideral, simulando así la translación 
de la Tierra. (Véase la fig. 20 y el comentario respecti- 
vo). Esquemas similares valen para Júpiter y Marte. En 
cambio, en el caso de los planetas internos, Mercurio y 
Venus, que de hecho la Tierra circunda varias veces en 
el curso de un año, se invierten los papeles del epiciclo 
y el deferente en la simulación geocéntrica, de modo 
que Mercurio, por ejemplo, recorre su epiciclo en 88 
días mientras que el centro de este recorre el deferente 
en un año. Como indiqué en el comentario a la fig. 21, 
la recta que une el centro del epiciclo de Mercurio con 
el respectivo ecuante se mantiene siempre paralela a la 
recta que apunta desde la Tierra al Sol medio. Y otro 
tanto vale para el caso de Venus. Estas regularidades se 
explican sin dificultad si Mercurio, Venus y la Tierra se 
trasladan todos alrededor del Sol pero la Tierra se toma 
más tiempo en ello y circunda a los otros dos. 


El sistema heliocéntrico de Copérnico ofrece una 
ventaja inmediata sobre el geocéntrico de Tolomeo: si 
conocemos la razón entre el radio del epiciclo y el radio 
del deferente de cada planeta, podremos calcular las dis- 
tancias medias relativas desde los planetas al Sol. Nada 
en el sistema de Tolomeo da siquiera un indicio al res- 
pecto. La tabla siguiente (tomada de Dreyer 1953, p. 339) 
presenta los valores de esas distancias de acuerdo con 
Copérnico y con la astronomía actual. 


DISTANCIA MEDIA RELATIVA DE LOS PLANETAS AL SOL 


PLANETA SEGÚN COPÉRNICO | VALOR ACTUAL 
MERCURIO 
VENUS 
TIERRA 
MARTE 


JÚPITER 
SATURNO 
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Kepler 


4.1 Física celeste 


Johannes Kepler (1571-1630)' consumó el vuel- 
co en la astronomía planetaria que llamamos “revolu- 
ción copernicana”. Destinado al ministerio de la iglesia 
evangélica en su Wiirttemberg natal, sólo se aplica a 
la astronomía desde 1594, cuando asume el puesto de 
profesor de matemáticas en el seminario protestan- 
te de Graz, Austria, cediendo por sentido del deber a 
la presión de sus superiores, que deseaban afirmar la 
presencia de la verdadera religión en ese país acosado 
por la contrarreforma. Kepler verá más tarde en este 
nombramiento la primera de varias intervenciones de 
la Providencia, que harían posibles sus grandes descu- 
brimientos astronómicos.? 

Ya cuando estudiaba de la Universidad de Tibingen, 
Kepler se había convertido en un entusiasta partidario 
del sistema heliocéntrico de Copérnico. Su primer libro, 
Mysterium cosmographicum (1596), expone una curiosa 
construcción geométrica que, según él, explicaría el nú- 
mero de los planetas y sus distancias relativas. Aunque 
Kepler alude expresamente a las observaciones del come- 
ta de 1577 por Tycho Brahe, que pusieron de manifiesto 
la inexistencia de las esferas sólidas en que la tradición 
suponía que iban montados los planetas,* la presencia 
de tales esferas al menos como superficies bien deter- 
minadas en el espacio juega un papel decisivo en su 
construcción de 1596. Partiendo del teorema XI11.18 de 
Euclides, según el cual hay exactamente cinco especies 
de poliedro regular, el tetraedro, el cubo, el octaedro, el 
dodecaedro y el icosaedro, utiliza estas figuras para deter- 
minar la magnitud comparativa de los diámetros de las 
esferas planetarias. Kepler toma como unidad la esfera 
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en que está montada la Tierra y propone circunscribirle 
un dodecaedro. Este puede inscribirse en una y solo una 
esfera, que será la portadora de Marte. Circunscríbasele 
un tetraedro. Este se inscribe en la esfera de Júpiter. 
El cubo circunscrito en esta se inscribe, por último, en 
la esfera de Saturno. Un icosaedro circunscrito por la 
esfera de la Tierra determina una esfera inscrita, que 
porta a Venus. El octaedro circunscrito por esta con- 
tiene inscrita la esfera de Mercurio. Obviamente, esta 
construcción permite que haya seis y solo seis esferas 
planetarias. La geometría fija las proporciones entre las 
figuras mencionadas, y por ende las distancias relativas 
máximas y mínimas entre los planetas. Según Kepler, 
las cifras deducidas de su construcción son compatibles 
con las calculadas por Copérnico (43.5), habida cuenta 
de la imprecisión de las observaciones. Claro, cuando 
Kepler estudie los datos mucho más precisos reunidos 
por Brahe, tendrá que corregir numerosos aspectos de 
su especulación juvenil.* 

Las observaciones de Brahe, de las que Kepler se 
adueñó a su muerte contra la voluntad de los herederos, 
tenían un margen de error de solo 2”, esto es, solo una 
quinta parte del error de 10” aceptable para Tolomeo y 
Copérnico. Además, eran muy numerosas y diversas, 
pues Brahe trabajó por veinte años observando los pla- 
netas en toda suerte de configuraciones, mientras que 
los astrónomos anteriores se contentaban con tomar sus 
coordenadas en posiciones que juzgaban críticas para la 
cuestión que buscaban resolver. Gracias a esto, Kepler 
pudo usarlas para resolver problemas concebidos por él, 
ajenos a la astronomía geocéntrica de los antiguos y del 
propio Brahe. Comprendió, por ejemplo, que si Marte 
es observado cada 687 días (la duración del “año marcia- 


no”) se lo hallará cada vez en el mismo punto del uni- 
verso, sea el que fuere; por tanto, los ángulos medidos 
en tales observaciones determinan distintas posiciones 
de la Tierra relativamente a posiciones fijas de Marte y 
del Sol, y permiten calcular la órbita de nuestro planeta. 
Para ejecutar esta tarea, Kepler escogió entre las muchas 
observaciones de Marte legadas por Brahe, unas cuantas 
separadas por múltiplos de 687 días (véase el comentario 
a la fig. 24). 

El programa de Kepler está expresado en la frase 
inicial —mezcla de latín y griego— del título de su 
obra maestra: ASTRONOMIA AITIOAOPHTOZ SEU 
PHYSICA COELESTIS, esto es, Nueva astronomía ex- 
plicada causalmente o fisica celeste (1609). No se trata de 
ofrecer un nuevo modelo cinemático de los movimien- 
tos planetarios como el geocéntrico de Tolomeo, el he- 
liocéntrico de Copérnico o el, digamos, ambicéntrico de 
Brahe.? Como Kepler demuestra en la Parte I del libro, 
todos ellos representan más o menos bien las aparien- 
cias observadas, en forma prácticamente equivalente. 
Para decidir entre ellos y en particular para decidir si 
la Tierra está inmóvil en el centro del sistema o circula 
alrededor del Sol entre Venus y Marte se requiere, se- 
gún Kepler, una explicación dinámica del sistema que 
especifique las fuerzas que causan los movimientos de 
sus partes. La dinámica de Kepler halló escasa acogida 
en su tiempo y fue relegada al olvido por la dinámica de 
Newton (1687), cuya solución de este problema ganará 
aceptación general y servirá de paradigma a todo el de- 
sarrollo ulterior de la física. Pero no puede negarse el 
papel desempeñado por las ideas dinámicas de Kepler 
en la búsqueda de las regularidades cinemáticas que se 
conocen como “leyes de Kepler” y caracterizan a los “fe- 
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nómenos” de los que Newton “deduce” su ley dinámica 
de la gravitación universal. Al brindar a Newton una 
descripción general precisa de la base empírica de su 
teoría, a la vez que hacía ver la urgencia de una astrono- 
mía “etiológica”, Kepler le preparó el camino. 

Como otras pluralidades notables de nuestra histo- 
ria cultural, las “leyes de Kepler” son tres, ni más ni 
menos:! 


1% Cada planeta describe una elipse en uno de cuyos 
focos está el Sol. 

2? El radio vector —esto es, el segmento recto— que 
une un planeta al Sol barre áreas iguales en tiempos 
iguales. 

3% Los cubos de las distancias medias entre los planetas 
y el Sol son proporcionales a los cuadrados de sus 
respectivos periodos de revolución.” 


Las dos primeras son generalizaciones de los resulta- 
dos de la pertinaz investigación de los movimientos de 
Marte que Kepler explica detalladamente en la Nueva 
astronomía. La tercera es el resultado más duradero de 
la última de sus grandes obras, Cinco libros sobre la ar- 
monía del mundo (Harmonices Mundi Libri V, 1619). En 
el libro III de los Principia (1687), Newton enuncia estas 
tres regularidades como “fenómenos” específicamente 
discernibles en los movimientos de los seis planetas al- 
rededor del Sol, y —mutatis mutandis— de los cuatro 
satélites de Júpiter alrededor de este planeta, mientras 
que la translación de la Luna alrededor de la Tierra exhi- 
be las dos primeras (leyendo “Luna” donde dice “planeta” 
y “Tierra” donde dice “Sol”. 


4.2 Una hipótesis vicaria 


Kepler es decididamente un “realista científico”. 
Cree, sin vacilar, que Dios ha creado el sistema del mun- 
do determinando de una vez por todas inequívocamente 
su estructura según patrones geométricos discernibles 
por el hombre. Por eso, como ya señalé, su nueva astro- 
nomía no busca meramente “salvar los fenómenos” me- 
diante modelos matemáticos que permitan predecirlos 
con suficiente precisión. Se trata más bien de conocer 
exactamente el movimiento de cada planeta en lo que 
hoy llamamos su órbita (un término que no figura en 
la Nueva astronomía,* pero que usaré libremente en mi 
exposición), esto es, la curva que de hecho traza en el 
cielo, el instante en que llega a cada punto de la misma, 
los diferentes tiempos que demora en recorrer ella dis- 
tintos arcos de igual longitud. Los movimientos planeta- 
rios reales obedecen, según Kepler, a causas físicas, cuyo 
conocimiento contribuiría a determinarlos. Invocando 
tales causas, aun sin conocerlas, Kepler combate la idea 
prevaleciente en la astronomía tradicional de que los 
movimientos planetarios se dejan regular por relacio- 
nes entre puntos vacíos —por ejemplo, el centro vacío 
del epiciclo planetario y el centro también vacío de la 
excéntrica deferente— o por la posición media del Sol, 
un objeto ideal que preside los movimientos planetarios 
en los sistemas de Copérnico y de Brahe.” 

Pero Kepler también es un metodólogo agudísimo 
que, como nadie antes que él, comprendió la necesidad 
de integrar en modelos hipotéticos los datos observa- 
dos, para ordenarlos y sacarles provecho. Así, aunque 
en los capítulos 19 y 20 de la Nueva Astronomía refuta 
la hipótesis sobre la órbita de Marte laboriosamente es- 
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tablecida en los capítulos precedentes, seguirá empleán- 
dola como término de comparación para sus conjeturas 
ulteriores, porque ha mostrado que ella concuerda bien 
con las longitudes heliocéntricas del planeta en oposi- 
ción o conjunción, aunque falla respecto a sus latitudes 
y su excentricidad. Por eso la llama hypothesis vicaria, 
esto es, hipótesis sustituta o subrogante de la verdad, 
aún no descubierta. 

Antes de introducirla, Kepler ha concluido, aplican- 
do argumentos geométricos a unas pocas observaciones, 
que la órbita de Marte está situada entera sobre un pla- 
no fijo que pasa en todo momento por el Sol verdadero 
(y no por el Sol medio, como supusieron Copérnico y 
Brahe).** Este plano no coincide con el de la órbita terres- 
tre —el plano de la eclíptica— pero lo corta en una recta 
que pasa por el Sol y corta a su vez la órbita del planeta 
en dos nodos. (Estos se desplazan lentamente respecto a 
las estrellas fijas; su paulatina precesión alcanza a afec- 
tar las observaciones de Brahe, tomadas en un período 
de 20 años, y Kepler la tuvo en cuenta en sus cálculos). 
Kepler supone que 


1% enel plano descrito, Marte describe la circunferencia 
de un círculo; 

2% el planeta se demora más en recorrerla cuando está 
más lejos del Sol,'! y 

3 hay un punto fijo con respecto al cual se regula esta 
demora (esto es, un punto igualador o ecuante).”? 


Estos supuestos definen la hipótesis, de clara prosapia 
tolemaica, que Kepler, después de refutarla, llamará vi- 
caria. Sobre esta base, Kepler procede a determinar esa 
circunferencia. Para ello se vale de cuatro observaciones 
de Marte en oposición al Sol (lo que Kepler, mezclando 


según su costumbre el latín y el griego, llama observatio- 
nes Gxpovvxiovc—1609, p. 72). Sus laboriosos cálculos 
llenan casi todo el largo capitulo 16 (1609, pp. 90-106). 
Me limito a bosquejar su razonamiento.** 


H 


Fig. 22 


Se trata de construir un modelo planetario conforme 
a la hipótesis postulada —según Kepler, “a imitación de 
los antiguos”—, pero sin presuponer con Tolomeo que el 
centro de la órbita bisecta la distancia entre el ecuante y 
la posición del Sol. En la fig. 22, sea A la posición del Sol, 
B el centro de la órbita de Marte y C el ecuante o punto 
igualador de los movimientos del planeta. Entonces, so- 
bre la órbita hipotética HFGIDE, H es el afelio del plane- 
ta, I el perihelio y F, G, D y E las posiciones atribuidas a 
Marte a la luz de las cuatro observaciones acroniquias?* 
elegidas por Kepler. 
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Kepler tiene que usar cuatro observaciones porque 
necesita cuatro parámetros para determinar el modelo. 
Tiene que establecer (1) la dirección de la línea de los 
ápsides que une H con l, pasando por A, B y C; (2) la 
anomalía media de cualquiera de las cuatro observacio- 
nes, esto es, la fracción del período sideral del planeta 
trascurrida entre el paso de este por el afelio H y esa ob- 
servación;** y (3 y 4) tomando como unidad la distancia 
AC entre el Sol y el ecuante, expresar las dos excentri- 
cidades AB y BC como fracciones de AC. Los ángulos 
FAG, GAD, DAE y EAF con vértice en el Sol se deducen 
de las observaciones.'* Los ángulos FCG, GCD, DCE y 
ECF, con vértice en el ecuante, son proporcionales a 
los lapsos de tiempo entre las observaciones pertinen- 
tes (descontando, claro está, los períodos siderales del 
planeta transcurridos entre cada par de observaciones 
consecutivas). Kepler adopta provisionalmente la direc- 
ción de la línea de los ápsides fijada por Brahe, lo cual 
le da los ángulos HCF y HAF, HCG y HAG, HCD y 
HAD, HCE y HAE. Estos elementos y la base común AC 
determinan completamente los cuatro triángulos CAF, 
CAG, CAD y CAE. Los vértices F, G y D de los tres pri- 
meros determinan el círculo buscado. Sobre él tendría 
que caer también el vértice E del triángulo CAE, pero la 
construcción no lo garantiza. De hecho, para lograr un 
ajuste satisfactorio, Kepler tuvo que modificar un poco 
la línea de los ápsides adoptada y repetir sus cálculos. 
Cuando finalmente logró construir una circunferencia 
que pasaba por F, G, D y E, obtuvo también su centro, 
esto es, el único punto que equidista de esos cuatro. Este 
centro B cumple automáticamente la condición de estar 
sobre el segmento AC (pero no necesariamente equidis- 
ta de A y C). La construcción suministra asimismo, en 


términos de la unidad de distancia AC, el radio BF de 
la órbita y las excentricidades AB y BC. 

Kepler procedió luego a comparar la órbita de Marte 
así obtenida con otras ocho observaciones acroniquias 
del planeta. Obtuvo una excelente corroboración de las 
longitudes calculadas según su modelo, pero una discre- 
pancia en las latitudes. Si ponemos el radio de la órbita 
igual a 100.000, la distancia AC en el modelo kepleria- 
no es 18.564, de los cuales 11.332 corresponden a la 
excentricidad AB del Sol y 7.232 a la excentricidad BC 
del ecuante. Sin embargo, conforme a los cálculos de 
Kepler, el testimonio de las latitudes acroniquias nos 
fuerza a asignar a la excentricidad AB un valor mucho 
menor, comprendido entre 8.000 y 9.943. Kepler destaca 
que el promedio de estos dos números está muy cerca 
de 9.282, que es exactamente la mitad del valor atribuido 
en su modelo a la distancia entre el ecuante y el cuerpo 
central. A la luz de esto, le parece sumamente acertada la 
decisión de Tolomeo de “bisectar la excentricidad”, esto 
es, de colocar el centro B a la misma distancia de A y C. 
Según Kepler (1609, p. 113), las posiciones acroniquias 
próximas a las latitudes medias de la órbita quedan muy 
bien representadas bajo esta suposición; mas no las po- 
siciones próximas a los octantes y a los ápsides. “Ello se 
manifiesta espléndidamente a 17” de Cáncer en 1582. 
Pues si se bisecta la excentricidad Marte cae a 17% 4% 
de Cáncer, y este valor calculado difiere del nuestro en 
7%! a 45 del afelio, y difiere alrededor de 9 de la obser- 
vación” (Kepler 1609, p. 113). Tolomeo podía pues pro- 
ceder a bisectar la excentricidad, pues, como él mismo 
declara, nunca supera los 10” (la sexta parte de un grado) 
de imprecisión en sus observaciones. “La incertidumbre 
o —como dicen— latitud de las observaciones supera 
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pues el error de este cálculo tolemaico” (Superat igitur 
observationum incertitudo seu (ut ajunt) latitudo, hujus cal- 
culi Ptolomaici errorem—Ibid.). 


Como la bondad divina nos ha otorgado con Tycho 
Brahe un observador diligentísimo, de cuyas observa- 
ciones se infiere un error de 8 minutos en este cálculo 
tolemaico de Marte, es justo que con espíritu de grati- 
tud reconozcamos y honremos este beneficio de Dios. 
[...] Si 8 minutos de longitud fuesen desdeñables a jui- 
cio mío, habría corregido suficientemente —a saber, 
bisectando la excentricidad— la hipótesis encontrada 
en el capítulo 16. Pero, como no puedo desdeñarlos, 
estos ocho minutos solos abrirán el camino para re- 
formar toda la astronomía y son la materia de que se 
nutre gran parte de esta obra. 
(Kepler 1609, pp. 113-114) 


Aunque ha refutado la hipótesis que en adelante 
llamará vicaria, Kepler la seguirá utilizando para el or- 
denamiento e interpretación de datos que necesite con- 
trastar con sus nuevas propuestas. En el capítulo 21, 
Kepler explica —a propósito de ella— “por qué y en qué 
medida una hipótesis falsa puede suministrar la verdad 
(cur falsa hypothesis verum prodat q quatenus)”. Aunque 
declara “odiar con vehemencia el axioma de los dialéc- 
ticos, según el cual la verdad se sigue de lo falso”, porque 
ha sido invocado para atacar a Copérnico (1619, p. 118), 
procede sin embargo, a demostrar que “hay ocasiones 
en que puede ocurrir que una hipótesis falsa emule la 
verdad, dentro de la capacidad de resolución de los sen- 
tidos con respecto a la longitud” (occasiones autem, quibus 
fieri potest ut falsa hypothesis veram cemuletur intra sensus 
subtilitatem circa longitudinem, jam demonstrabo—Ibid.). 
Concluye su demostración diciendo: 


Queda así de manifiesto en qué medida y de qué ma- 
nera la verdad se sigue de principios falsos: en cuanto 
lo que hay de falso en ellos les es peculiar y puede fal- 
tar, mientras que lo que aporta necesidad a la verdad 
es verdadero y lo mismo en todo caso bajo su aspecto 
general (quod vero necessitatem affert veritati, sub generali 
ratione verum omnino dl ipsum est). 

Además, como estos principios falsos solo son 
adecuados en ciertos lugares del círculo entero, así la 
verdad tampoco se sigue de ellos absolutamente (omni- 
mode) fuera de esos lugares, excepto en cuanto —como 
en el caso analizado— la diferencia no puede ser eva- 
luada mejor por la sutileza de los sentidos. 

(Kepler 1609, p. 121) 


4.3 La órbita de la Tierra 


Para determinar los movimientos de los planetas en 
torno al Sol mediante observaciones efectuadas desde 
la Tierra es indispensable conocer bien la translación 
anual de la Tierra. En una astronomía geocéntrica, este 
movimiento se concibe como movimiento anual del Sol 
alrededor la Tierra y es por ello el tema de la “teoría del 
Sol”. En la astronomía de Hiparco y Tolomeo se lo re- 
presenta con un modelo muchísimo más simple que el 
utilizado para representar el movimiento de la Luna (cf. 
$3.4, los comentarios que acompañan a las figs. 13-16). 
El Sol se mueve en una órbita excéntrica con parámetros 
determinados por la diferente duración de las cuatro 
estaciones. Hay un motivo empírico para representar el 
movimiento del Sol con mayor sencillez que el de los 
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otros planetas: salvo en el raro caso de un eclipse solar 
total, el Sol no puede observarse contra un trasfondo de 
estrellas que permita determinar su posición con exacti- 
tud.” Es posible deducir la posición del Sol con bastante 
precisión de la posición de la Luna en los eclipses luna- 
res, pero la teoría del movimiento de la Luna es difícil 
y debe basarse en la del Sol. Ya Brahe advirtió que la 
tradicional teoría del Sol es demasiado simple; en 1598 
le escribe a Kepler que la órbita geocéntrica del Sol se 
dilata y contrae periódicamente. 

En la astronomía tolemaica el movimiento de la 
Tierra alrededor del Sol se refleja también en el mo- 
vimiento de los planetas exteriores en sus respectivos 
epiciclos. Por tanto, la representación del movimiento 
epicíclico de dichos planetas contiene una “teoría de la 
Tierra”. Esta teoría es aún más simple que la que se 
obtiene por inversión de la teoría del Sol descrita en el 
párrafo anterior: el planeta gira con movimiento unifor- 
me en torno al centro del epiciclo, situado respecto a la 
Tierra, en cada instante, en la misma dirección que el 
Sol medio. 

En ambos modelos, la translación de la Tierra alrede- 
dor del Sol difiere significativamente de la atribuida a los 
otros planetas. Falta por completo el ecuante regulador 
de estos (o el epiciclo con que lo sustituyó Copérnico). 
Además, la órbita de la Tierra basada en el segundo mo- 
delo es concéntrica con el Sol y no excéntrica como la de 
los demás planetas (y como la órbita de la Tierra basada 
en la teoría tolemaica del Sol). 

Antes de establecer su primera ley a través del estu- 
dio de Marte, Kepler atribuía a los planetas una órbita 
perfectamente circular. Es oportuno recordar que, des- 
pués que Apolonio e Hiparco descartaron los modelos 


homocéntricos de Eudoxo y Calipo, reemplazándolos con 
excéntricas y epiciclos, todos los astrónomos entendían 
que —salvo en el caso del Sol, o, en el esquema coper- 
nicano, respectivamente, el de la Tierra— la trayectoria 
de un planeta, vale decir, la curva que de hecho recorre 
en su período sideral no puede ser una circunferencia, 
o sea, el lugar geométrico de puntos equidistantes de un 
centro fijo (cf. $3.4, fig. 17). Kepler retoma, pues, una 
idea que había sido descartada durante 18 siglos. Pensó 
que podría vindicarla utilizando las excelentes observa- 
ciones de Brahe en combinación con las siguientes hi- 
pótesis: (a) heliocentrismo — la Tierra y los planetas (mas 
no la Luna) se trasladan en órbitas excéntricas alrededor 
del Sol; y (b) velocidad angular variable — la demora del 
planeta en recorrer arcos iguales depende de su distan- 
cia al Sol, siendo máxima junto al afelio y mínima cerca 
del perihelio. 

Como dije arriba (4.1), para establecer el movimien- 
to de translación de la Tierra, Kepler procura determinar 
varias posiciones suyas como se las observaría desde 
Marte. Con ese propósito compara observaciones de 
Marte separadas por un múltiplo de 687 días, el perío- 
do sideral del planeta (la duración del “año marciano”). 
Para un astrónomo copernicano como Kepler, dos ob- 
servaciones separadas por un múltiplo de ese número 
de días nos presentan al planeta en el mismo lugar del 
mundo, aunque no sepamos decir cuál es ese lugar. Se 
elige una posición de Marte en la bóveda celeste que se 
halle a mitad de camino entre los ápsides de la Tierra 
(esto es, a medio camino entre las longitudes 5” 30” de 
Cáncer y 5 30' de Capricornio, más o menos). 

Sean, pues, M el planeta Marte, A el Sol verdadero, 
C el Sol medio, HI la línea de los ápsides y HFGI la 
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órbita de la Tierra (fig. 23). Elegimos la posición de M 
de modo que MC 1 HI. F y G son dos posiciones de la 
Tierra desde donde Marte ha sido visto en la posición 
M, con el lapso de tiempo requerido. F y G se eligen de 
modo que ¿MCG = ZMCTF (aproximadamente). Si ocu- 
rre que ¿GMC 4 ZFMC, es claro que el Sol medio no 
coincide con el centro B de la órbita terrestre. En parti- 
cular, si la posición y tamaño relativos de estos ángulos 
son los que se indican en la figura, B está situado sobre 
la línea de los ápsides entre A y C. Como el Sol medio C 
es, por definición, el centro del movimiento angular uni- 
forme de la Tierra, su posición viene a ser propiamente 
el punto igualador de la translación de la Tierra, el cual, 
entonces, no difiere en este respecto de la translación 
alrededor del Sol de un planeta cualquiera.** 

Kepler confirma este resultado de la manera si- 
guiente (1609, cap. 24). Considera cuatro observaciones 
de Marte separadas por múltiplos de 687 días. Sean T,, 
T,, T3 y T, las posiciones de la Tierra sobre su órbi- 


ta geocéntrica circular y M la posición del planeta, en 
esas cuatro ocasiones (fig. 24). Kepler utiliza la teoría 
de Marte de Tycho Brahe para calcular la longitud de M 
respecto del Sol medio C y postula una línea de los áp- 
sides HI que pasa por el Sol medio y el verdadero. Como 
C es el centro del movimiento angular uniforme de la 
Tierra, el ángulo 4HCT; se deduce automáticamente del 


tiempo que la Tierra se demora en llegar a la posición 
T; (k = 1, 2, 3, 4) después de su último paso por el afe- 
lio H. Por simple trigonometría se pueden determinar 
las razones entre las distancias CT,, CT), CT y CT, y 
la distancia común CM. Kepler comprobó que dichas 
razones no son iguales, de modo que el Sol medio C no 
equidista de las cuatro posiciones de la Tierra, T,, T,, Tz 
y T, y, por ende, no puede estar en el centro de su ór- 
bita circular. Además, la posición más próxima al afelio 
H es también la que menos dista del Sol medio. Kepler 
comprobó asimismo un hecho no representado en la 
figura: las cuatro posiciones de la Tierra no están situa- 
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das sobre un mismo círculo; cada combinación de tres 
posiciones determina un círculo ligeramente diferente 
del determinado por las otras combinaciones. 

Aplicado al sistema tolemaico, este resultado implica 
que el planeta no gira uniformemente en torno al centro 
de su epiciclo. Hay que distinguir, pues, un punctum 
affixionis del planeta (correspondiente al verdadero Sol), 
que lo ata al epiciclo, un ecuante del epiciclo (en torno al 
cual el planeta gira con movimiento angular uniforme) 
y el centro geométrico del epiciclo (situado entre los dos 
puntos mencionados, sobre la recta que los une). Este 
último se mueve sobre el deferente. Stephenson (1994a, 
p. 55) juzga este resultado “devastador” para la astrono- 
mía tolemaica, supongo que porque se aleja mucho del 
programa de salvar los fenómenos mediante la combinación 
de movimientos circulares uniformes. Sin embargo, si exa- 
minamos el modelo tolemaico de Mercurio ($ 3.4, fig. 
21) veremos que Tolomeo ya se apartaba tanto y más de 
una interpretación literal de este programa. Es claro, en 
todo caso, que la teoría descrita es mucho más simple en 
su formulación heliocéntrica que en la geocéntrica. Ello 
justifica la conclusión de Kepler: “Cuando se haya efec- 
tuado la comparación de las hipótesis y se vea que cuatro 
—o incluso seis— teorías del Sol pueden derivarse de 
una sola teoría de la Tierra, como múltiples imágenes 
de un solo rostro sustancial, el clarísimo Sol de la verdad 
derretirá como mantequilla todo este aparato tolemaico 
y dispersará a los secuaces de Tolomeo, repartiéndolos 
entre los campamentos de Copérnico y de Brahe.”*” 

Según Stephenson (1994a, pp. 77-78), Kepler anali- 
za el movimiento epicíclico en un deferente excéntrico 
con vistas a establecer las condiciones que podrían hacer 
físicamente posible un movimiento así. La cuestión es 


esta; ¿qué impulsos (precisos en magnitud y dirección) 
ha de recibir el planeta de su inteligencia-guía —o de 
aquello que lo mueve, sea lo que sea— para que recorra 
la órbita que le atribuye el modelo astronómico? O, a la 
inversa: ¿cuál de entre varias órbitas capaces de “salvar 
los fenómenos” es la que más verosímilmente puede 
concebirse como resultado de una serie regular de im- 
pulsos? 

La construcción cinemática de los astrónomos per- 
mite —en el mejor de los casos— computar las posi- 
ciones observadas, pero no puede ser la base física que 
determina estas posiciones. Incluso si suponemos que 
una inteligencia astral actúa como conductora del plane- 
ta, esta no puede controlar el movimiento en función de 
la distancia entre el planeta y un punto vacío X que a su 
vez se mueve con velocidad angular uniforme en torno 
a otro punto vacío Y (distinto del centro —también va- 
cío— del cual equidistan las posiciones sucesivas de X). 
La inteligencia astral podría guiarse, sí, por la distancia 
entre el punto X y el Sol; pero la variación periódica de 
esta distancia es demasiado irregular para determinar a 
partir de ella el patrón regular y periódico del movimien- 
to del planeta en torno al Sol. 

Hasta aquí Stephenson. Con todo, no cabe duda que, 
en el modelo epicíclico, la variación en la distancia entre 
el planeta y el Sol es una función de dicho movimiento 
regular y periódico. ¿Quiere decir Stephenson que esta 
función no tiene una inversa? Efectivamente es así; pero 
a cada valor de la distancia planeta-Sol corresponden a 
lo sumo dos posiciones del planeta, y es fácil distinguir 
entre ellas porque el planeta llega a una de esas posi- 
ciones mientras se acerca al Sol, a la otra mientras se 
aleja de él. 
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4.4 ¿Qué mueve a los planetas? 


Según Koyré (1992, p. 183), una vez establecida la 
trayectoria efectiva de la Tierra ($4.3), Kepler habría po- 
dido invertir el procedimiento utilizado para ello y cal- 
cular la de Marte. Le bastaba echar mano una vez más 
del tesoro acumulado por Brahe y calcular la distancia 
entre Marte y el Sol en momentos sucesivos, separados 
por 365 días, en que la Tierra se encuentra en el mismo 
punto del universo. Más aún, cualquier observación de 
Marte le daba las longitudes geocéntrica y heliocéntrica 
de este planeta, que, combinadas con la distancia del Sol 
a la Tierra en ese momento (conocida si se conocía la 
órbita de esta), le permitían calcular la distancia desde 
el Sol a Marte. Repitiendo este cálculo para un número 
suficiente de observaciones podía obtenerse una buena 
representación de toda la órbita de Marte. Sin embargo, 
Kepler no hizo nada de esto, sino que se aplicó a estu- 
dios de óptica? y luego intentó resolver el problema de 
la translación de los planetas mediante elucubraciones 
sobre las fuerzas que la causan. 

Bajo la hipótesis vicaria, cada planeta se mueve al- 
rededor del Sol en un círculo excéntrico con lentitud 
creciente a medida que el planeta se aleja del Sol. La 
velocidad del planeta es pues máxima en el perihelio, 
mínima en el afelio.? Inicialmente, Kepler concibe esta 
regularidad del modo más simple posible: la velocidad 
del planeta es inversamente proporcional a su distancia 
al Sol (en adelante llamo esta regla ley de la distancia 
inversa). Kepler entiende que la materia de que están 
hechos los planetas es literalmente inerte: solo sale del 
lugar donde está si una fuerza externa la mueve.” Los 


fenómenos expresados en la hipótesis vicaria sugieren 
que la fuerza que hace avanzar a cada planeta en su 
órbita tiene su asiento en el Sol. Kepler supone que el 
Sol emite rayos de fuerza, que compara con los rayos 
de luz. Suponiendo que el astro tiene un movimiento 
de rotación (supuesto que confirmará el descubrimiento 
de las manchas solares anunciado por Galileo en 1610), 
Kepler entiende que estos rayos de fuerza barren el es- 
pacio como aspas, arrastrando consigo a los planetas 
que encuentran en su camino. El efecto cinético de la 
fuerza sobre un planeta determinado naturalmente se 
debilita si el planeta se aleja del Sol. La comparación 
con la luz haría pensar que este efecto es inversamente 
proporcional al cuadrado de la distancia entre el planeta 
y el Sol (esto es, que obedece a lo que suele llamarse la 
ley del cuadrado inverso). Sin embargo, aunque Kepler 
sabía muy bien que la intensidad de la luz varía en esta 
proporción, y entendía perfectamente la razón geomé- 
trica para ello,? insistió en que la fuerza ejercida por 
el Sol sobre el planeta era inversamente proporcional a 
la distancia (esto es, que también obedece a la ley de la 
distancia inversa). Los comentaristas debaten este punto 
pero no me parece que lo aclaren. Newton demostrará 
que un cuerpo K que se mueva aproximadamente con- 
forme a las leyes de Kepler está sometido a una acelera- 
ción centrípeta inversamente proporcional al cuadrado 
de la distancia d entre K y el centro fijo al que se dirige 
la aceleración. Por lo mismo es imposible que la veloci- 
dad de K en su órbita sea inversamente proporcional a 
la distancia d.?* Por tanto, mientras Kepler entendiera 
que las fuerzas que actúan sobre los cuerpos causan mo- 
vimiento, no cambio de movimiento, los mismos fenó- 
menos le impedirían dar con la relación correcta entre 


141 


142 


fuerza y distancia, por más que la analogía con la luz, 
destacada por él, la indicase claramente. 

La rotación de las aspas solares explica, según Kepler, 
la circulación de sus planetas en sus órbitas pero en 
nada contribuye a que estos se alejen del Sol después 
de pasar por el perihelio y procedan a acercase a él en 
cuanto llegan al afelio. Kepler atribuye este movimien- 
to periódico hacia y desde el Sol a una fuerza ínsita en 
el planeta mismo, cuya operación explica de un modo 
ciertamente ingenioso pero en último término inane. 
Parafraseo —y en parte traduzco— sus explicaciones en 
el capítulo 57 de la Nueva astronomía, de donde he toma- 
do la fig. 25. Como en las figuras anteriores, A denota 
la posición del Sol y B el centro de la orbita planetaria 
CDEFGH, que seguimos suponiendo circular. Kepler 


compara la corriente de fuerza generada en torno al Sol 
por la rotación del astro con un río circular que avanza 
en la dirección de C a D. En el río se imagina una barca 
tripulada por un marinero que utiliza como timón un 
remo al que hace girar “mediante una fuerza ínsita y 
perfectamente uniforme (vi insita et equabilissima)” en 
un período igual al doble del período de circulación de la 
corriente. Supone que el remo, al pasar por C, forma un 
ángulo recto con la recta CA. Entonces, la próxima vez 
que, arrastrado por la corriente, el marinero pase por C, 
el remo habrá girado en 180? y apuntará nuevamente en 
una dirección perpendicular a CA pero en sentido con- 
trario. La fig. 25 ilustra las posiciones del remo en C, D, 
E, F, G y H.? La orientación del remo al lado izquierdo 
de la figura determina que la corriente empuje la barca 
hacia A; después que llega a una distancia mínima en el 
perihelio F, la orientación del remo cambia, y la corrien- 
te aleja la barca de A, hasta que alcance una distancia 
máxima en el afelio C. El impulso en uno u otro sentido 
será mayor en la vecindad de F que en la de C, pues la 
corriente misma es más débil cuanto más lejos esté de 
A. Por tanto, la barca se demorará más en pasar por las 
regiones próximas a C que por las vecinas de F. 


Este ejemplo enseña solo que la cosa es posible, pero 
es de suyo inadecuado, pues las rotaciones del remo 
y del río se completan en períodos diferentes. [...] 
Además, mientras que la fuerza de un río es mate- 
rial (pues el agua actúa en él por su peso e ímpetu 
material), la fuerza del Sol es inmaterial. Por tanto, 
la comparación con los planetas tiene que hacerse de 
otro modo: ellos no necesitan un remo, un instru- 
mento corporal, para recibir la fuerza de un peso (del 
cual carece la referida fuerza motriz del Sol); además, 
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no es apropiado que los astros tengan remos, si los 
suponemos redondos. 
(Kepler 1609, p. 270) 


Pero esta misma crítica de la analogía del remo sugiere 
otra que Kepler aprueba. El río es una manifestación 
inmaterial (species immateriata) de una fuerza magné- 
tica presente en el Sol. Supongamos pues que el remo 
tiene algo de imán. ¿No podrían los planetas ser enor- 
mes imanes redondos? Kepler recuerda que William 
Gilbert (1600) ha demostrado que la Tierra tiene ese 
carácter. Supone entonces que cada planeta tiene dos 
polos magnéticos, de los cuales uno busca el Sol, el otro 
le huye. Supone además que, no obstante esta relación 
de fuerzas, el imán planetario —representado en cua- 
tro posiciones por las flechas de la fig. 25, cuyas puntas 
marcan el polo atraído hacia el Sol— no gira de modo 
que el primer polo apunte siempre al Sol, sino que, por 
el contrario, se mantiene siempre paralelo a sí mismo 
(si bien su dirección respecto a las estrellas fijas varía 
muy lentamente, causando el paulatino avance del afe- 
lio). Cuando el imán está en C o en F no hay razón 
para que el planeta se acerque al Sol o se aleje de él. 
Pero cuando el planeta avanza desde C, la punta del 
imán se acerca apreciablemente al Sol, mientras que la 
cola se aleja. Por lo mismo, el planeta navega entonces 
hacia el Sol hasta llegar a F. A partir de F, ocurre lo con- 
trario, “la cola se acerca apreciablemente al Sol, la ca- 
beza se aleja; apreciablemente entonces el globo entero 
[del planeta], con aversión natural, huye del Sol” (Kepler 
1609, p. 271). Según esto, la atracción es máxima cuan- 
do el imán apunta directamente al Sol, esto es, cuando 
el planeta pasa por M, donde MA es perpendicular a la 


línea de los ápsides CF (fig. 25). La intersección de la 
órbita con la prolongación de MA más allá de A marca 
el punto de máxima repulsión. Como es sabido, en la 
teoría de Newton el planeta solo está sometido a una 
fuerza atractiva dirigida hacia el Sol, la cual es máxima 
en el perihelio F y mínima en el afelio C. El contraste 
con Kepler se debe por cierto a que este se inspira en 
el axioma aristotélico-escolástico Todo lo que se mueve 
es movido por otra cosa, mientras que Newton parte del 
principio de inercia: Todo cuerpo permanece en reposo o se 
mueve en línea recta con velocidad uniforme mientras nin- 
guna otra cosa se lo impide. Mientras aquel axioma lleva 
a la estéril concepción premoderna de la fuerza como 
causa de velocidad, este principio se aviene bien con la 
fecunda concepción newtoniana de la fuerza como causa 
de aceleración. 


4.5 La órbita de Marte 


Las últimas partes de la Nueva astronomía narran 
las vicisitudes del arduo y dilatado combate de Kepler 
con el dios de la guerra, para arrancarle el secreto de 
los movimientos de su astro. El autor nos cuenta cómo, 
tras fracasar en su intento de ajustar las observaciones 
a una órbita circular, conjeturó que esta tenía la forma 
genérica de un óvalo, esto es una curva lisa, convexa, 
simétrica respecto a una cuerda. Intentó aproximar el 
óvalo con la figura más específica de una elipse —simé- 
trica con respecto a dos cuerdas, el diámetro mínimo y 
el máximo— por ser esta más fácil de manejar mate- 
máticamente. Este expediente metodológico le permitió 
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concluir a fin de cuentas que la órbita en realidad no es 
un óvalo cualquiera, sino una “elipse perfecta” (Kepler 
1609, p. 285) en uno de cuyos focos está el Sol, y que el 
radio vector que une el planeta al Sol barre áreas iguales 
en tiempos iguales. Este relato es un ejemplo extraordi- 
nario y tal vez único de autobiografía intelectual lúcida y 
honesta.” Como no puedo resumirlo aquí, me limitaré a 
describir los pasos que me parecen más significativos. 

Kepler utiliza términos de la astronomía tradicional 
cuyos significados hay que tener presentes. 

Anomalía tiene dos acepciones. En una de ellas la 
palabra se entiende literalmente (en griego, 4vouoadia 
significa falta de uniformidad”) y designa dos maneras 
—la primera y la segunda anomalía— como el planeta se 
adelanta o atrasa respecto de lo que sería su movimiento 
uniforme. La segunda anomalía tiene un período igual 
al intervalo entre dos conjunciones sucesivas del pla- 
neta con el Sol y se explica, en el sistema copernicano, 
como una consecuencia del movimiento de traslación 
de la Tierra, de donde se hacen las observaciones. La 
primera anomalía es independiente de la traslación de la 
Tierra y debe atribuirse a una falta de uniformidad pro- 
pia del movimiento del planeta. Kepler prefiere llamar 
“desigualdad (ineequalitas) a la anomalía en su acepción 
literal (así, en el título del capítulo 1, et passim). La segun- 
da acepción de anomalía la encontramos ya en la $3.4, 
donde dije que Tolomeo llamaba así el ángulo descrito 
por el planeta, a partir del apogeo, en torno al centro del 
deferente o en torno a la Tierra. La fig. 26 ilustra este 
uso del término bajo el supuesto de que el planeta P se 
mueve en una órbita circular excéntrica en torno al Sol 
situado en A. Igual que en la fig. 22, B es el centro de la 
órbita y C el ecuante, en torno al cual P describe ángulos 


I 


iguales en tiempos iguales. Distinguimos (i) la anomalía 
verdadera 6, esto es, el ángulo descrito por el radio vector 
que une el planeta al Sol A, desde que el planeta pasó 
por última vez por el afelio H; (ii) la anomalía excéntrica 
P, esto es, el ángulo descrito por el radio vector que une 
el planeta al centro de la órbita B, desde que el planeta 
pasó por H, y (iii) la anomalía media y, esto es, el ángulo 
descrito por el radio vector que une el planeta al ecuan- 
te C, desde que el planeta pasó por H.% Obviamente, la 
anomalía media y es en todo momento proporcional al 
tiempo trascurrido desde el paso del planeta por H, y por 
tanto mal merece ese nombre, que presumiblemente se 
le dio por analogía con 6 y f, cuya tasa de crecimiento, 
como sabemos, no es uniforme. Me parece oportuno 
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destacar desde ya que Kepler, igual que sus predeceso- 
res, adopta la anomalía excéntrica B como el principal 
estándar de referencia para el movimiento planetario. 
Esta preferencia desconcertante por un ángulo descrito 
en torno a un punto puramente imaginario será fuente 
de gran confusión para el lector y quizás también para 
el mismo Kepler cuando él descarte que el círculo con 
centro B sea la órbita del planeta y lo reemplace con un 
óvalo, eventualmente una elipse. A partir de entonces, 
el significado de “anomalía excéntrica” se torna incierto. 
Aunque a veces designa el ángulo descrito por el planeta 
mismo, desde su último paso por H, en torno al centro 
B del círculo en que la órbita ovalada está inscrita, nor- 
malmente denota el ángulo descrito, desde esa misma 
ocasión, por el radio que une a B con el punto donde 
dicho círculo corta la perpendicular a la línea de los áp- 
sides que pasa por el planeta (el radio BF en la fig. 29). 

Como vimos en la $3.4, la astronomía tradicional lla- 
maba “ecuación” (equatio) a la corrección requerida para 
igualar dos cantidades significativas diferentes, esto es, 
a lo que hoy llamaríamos más bien una diferencia. Así, 
la ecuación del centro es la diferencia entre la anomalía 
media y y la anomalía verdadera 6. Kepler llama ecuación 
óptica a la diferencia PB — O entre la anomalía excéntrica 
y la verdadera, representada en la fig. 26 por el ángulo e 
(puesto que B = 180” -— ZABP =0 + e). Y llama ecuación 
física a la cantidad que corrige la falta de uniformidad 
efectiva (por eso, física) del movimiento, esto es, la dife- 
rencia entre el tiempo typ que el planeta efectivamente 
demora en ir de H a P y aquel que demoraría si se mo- 
viese uniformemente en su órbita. Kepler la expresa me- 
diante la llamada ecuación de Kepler (en nuestro sentido 
del vocablo “ecuación”). Esta se basa en la hipótesis de 


que tp es proporcional al área que limita con la órbita, 
la línea de los ápsides IH y el radio vector PA que une el 
planeta al Sol (esto es, el área cuadriculada en la fig. 26). 
Como luego veremos, esta hipótesis, reconocida más tar- 
de como una regularidad característica del movimiento 
de todos los planetas y llamada, como tal, la ley de áreas 
o la 2* ley de Kepler, fue inicialmente introducida por este 
a modo de aproximación a la ley de la distancia inversa 
($4.4), que, por carecer del cálculo integral, le resultaba 
inmanejable. Si adoptamos el radio BH como unidad de 
longitud, expresamos los ángulos en radianes (de modo 
que 21 = 3607) y ponemos el período sideral del planeta 
igual a 2Tr, tenemos que el área del interior de la órbita 
es igual a TT, de modo que el factor de proporcionalidad 
entre tiempos y áreas es 2. Por tanto, typ debe igualarse 
a dos veces el área cuadriculada en la figura, la cual es 
igual a la suma del triángulo ABP y sector de círculo 
comprendido entre los radios BH y BP. Como la base del 
AABP es igual a AB = €, la excentricidad de la órbita, y 
su altura PQ es igual a sen f, el área del AABP es igual 
a (e sen PB). Por su parte, el referido sector es igual a 
Y. Por tanto, la ecuación de Kepler está dada por 


tip =P + esen B (4.1) 


La ecuación física es, pues, e sen B (entendiendo “ecua- 
ción” esta vez en el sentido que tenía en la astronomía 
medieval). Utilizando las unidades indicadas, es claro 
que tiyp es igual a la anomalía media y. Por tanto, pode- 
mos afirmar que 


y=B+esen B (4.2) 


De modo que la ecuación óptica 
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e=B-0=y-esenf-0 (4.3) 
y la ecuación del centro 
y-0=g8+esenB (4.4) 


o sea, la suma de la ecuación óptica y la ecuación física. Por 
tanto, la anomalía verdadera es igual a la anomalía media 
menos la ecuación física menos la ecuación óptica: 


9=y-esenP-e (4.5) 


Porque se la obtiene aplicando una doble corrección o 
eequatio a la anomalía media, Kepler suele llamar a 6 la 
anomalía coigualada (coxquata).” 

Para determinar la traslación de Marte alrededor del 
Sol en una órbita supuestamente circular, Kepler tenía 
que computar su avance diario desde el afelio conforme 
a la presunta ley de la distancia inversa. Sin los recursos 
del cálculo integral, el cómputo es difícil, ya que la dis- 
tancia varía continuamente con el movimiento, debido 
a la excentricidad de la órbita. Como primera aproxi- 
mación, Kepler dividió la órbita en 360 sectores de un 
grado cada uno, y supuso que la demora del planeta 
en cada sector sería proporcional a la distancia media 
entre el Sol y los puntos de la órbita comprendidos en 
el sector. Practicado con papel y lapiz y sin otra calcula- 
dora que la propia cabeza, este método de cómputo era 
terriblemente fatigoso. Kepler recordó que Arquímedes 
había identificado el área de un círculo con el límite a 
que tiende el área de un polígono regular inscrito en él 
cuando en número de sus lados crece indefinidamente. 
Si inscribimos en la órbita de Marte un polígono con un 
gran número n de lados y lo subdividimos en triángulos 
con esos lados como base y vértice en el Sol, el área de 


cada triángulo es proporcional a la respectiva altura, esto 
es, a la distancia entre su base y el Sol. Si el Sol estuvie- 
se en el centro de la órbita, la base de cada triángulo se 
confundiría en el límite n= «e con un trozo de la órbita 
y su altura coincidiría con el radio vector que une al Sol 
con el planeta cuando este pasa por ese trozo. Por tanto, 
la demora del planeta en dicho trozo sería proporcional 
al área del triángulo respectivo y la ley de la distancia 
inversa equivaldría a la ley de áreas. Sin embargo, como 
la órbita es excéntrica, la altura de los triángulos es per- 
pendicular a la dirección del planeta solo en los ápsides. 
Aunque Kepler lo sabía, adoptó la ley de áreas como un 
equivalente aproximado de la ley de la distancia inversa, 
que creía verdadera.* El error generado por esta falsa 
equivalencia es pequeño si la órbita es poco excéntrica y 
—lo que es quizás más interesante— compensa el error 
de suponer que la órbita es circular, si esta es de hecho 
un óvalo inscrito en el círculo supuesto. 

Su primer intento de construir la órbita de Marte lle- 
vó a Kepler a la conclusión de que esta no puede ser un 
círculo. Desde ya, usando distintas ternas de posiciones 
observadas, obtuvo círculos no coincidentes. Pero ade- 
más, al comparar las ecuaciones calculadas según la ley 
de áreas, comprobó que concordaban con la hipótesis 
vicaria en los cuadrantes (esto es, para una anomalía 
excéntrica B = 90? = 1/2 y B = 270 = 31/2), pero en los 
octantes (B = 45? = 11/4 y $ = 135” = 3/4) se apartaban 
8” de esa hipótesis, en sentido opuesto a la diferencia de 
igual magnitud entre la hipótesis vicaria y el “cálculo to- 
lemaico” del planeta mencionado en el pasaje de Kepler 
(1609, pp. 113-114) que cité de la $4.2. “Pues el planeta 
[según el cálculo tolemaico] distaba del afelio en el cua- 
drante superior y del perihelio en el cuadrante inferior 
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menos de lo adecuado [según la hipótesis vicaria], mien- 
tras que aquí [según el cálculo basado en la ley de áreas] 
dista del afelio en el cuadrante superior y del perihelio 
en el inferior más de lo adecuado [según la hipótesis 
vicaria].”*! El error no podía deberse al empleo de la ley 
de áreas en lugar de la ley, supuestamente correcta, de 
la distancia inversa. Pues no solo el error generado por 
esta sustitución es muy pequeño, mucho menor que 
el anotado, sino que además —dice Kepler— opera en 
el sentido contrario, de tal suerte que, si los cálculos 
se hubiesen basado en la ley de la distancia inversa la 
discrepancia con la hipótesis vicaria sería aún mayor.* 
Como Kepler tenía buenos motivos para confiar en las 
longitudes calculadas conforme a la hipótesis vicaria, 
estaba en un impasse del que tardó dos años en salir. 

Finalmente se decidió por la alternativa que desde 
nuestra perspectiva de epígonos parece obvia: la órbita 
no es circular, sino un óvalo simétrico respecto a la línea 
de los ápsides, que es su diámetro máximo. Ello implica, 
desde luego, que, en cada longitud salvo en los ápsides, 
la distancia entre el Sol y el planeta es menor que si este 
se mueve en una circunferencia (fig. 27). Además, en 
proporción al ángulo descrito en torno a A, dicha dis- 
tancia decrece más después que el planeta pasa el afelio 
y menos cuando se acerca del perihelio si la órbita es 
ovalada que si ella es circular. Por tanto, bajo la ley de la 
distancia inversa, el planeta que se mueve en un óvalo se 
alejará más pronto del afelio y se acercará más tarde al 
perihelio que si transita por la órbita circular postulada 
por la hipótesis vicaria. 

Pero ahora había que determinar la forma precisa de 
la trayectoria ovalada atribuida al planeta. Al sobreponer- 
se a su obsesión con el círculo, Kepler —como bien dice 


Fig. 27 


Stephenson— “había eliminado el candidato obvio para 
la figura de la órbita y no era en modo alguno evidente 
que hallaría otro que fuese a la vez físicamente exacto y 
matemáticamente tratable; de hecho, ni siquiera estaba 
claro que estas dos metas fueran compatibles” (1994a, p. 
91). Para enfrentar esta nueva dificultad, Kepler recurre 
a un expediente que asombra al lector de hoy, habitua- 
do desde niño a menospreciar la astronomía tolemaica: 
reintroduce un modelo epicíclico que había utilizado en 
el capítulo 39 cuando todavía creía que la órbita del pla- 
neta era circular. Ahora espera que, gracias a una ligera 
modificación, le suministre una órbita ovalada. Kepler 
tiene bien claro que este modelo es solo un instrumento 
de cálculo y no requiere una explicación física. Escribe 
a Fabricius: “Cuando digo que el planeta atiende a la 
fuerza del Sol [...], explico la causa física del movimien- 
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to del planeta; cuando digo que atiende al centro [vacío] 
B, explico solo para nuestra comprensión. No pretendo, 
pues, que el planeta preste atención a un centro ima- 
ginario, como nosotros que tenemos el diagrama y el 
papel a la mano.”* De hecho, se puede simular cual- 
quier movimiento periódico sobre un plano mediante 
un modelo epicíclico suficientemente complejo (cf. $3.4, 
fig. 16). El utilizado por Kepler es muy simple (fig. 28): 
consta de un deferente con centro en el Sol A y diáme- 
tro igual a la distancia IH entre afelio y perihelio, sobre 
cuya circunferencia se mueve el centro N de un epiciclo, 
de radio igual a la excentricidad del planeta P, esto es, a 
la distancia AB entre el Sol y el punto medio de la línea 
de los ápsides IH. P se mueve sobre la circunferencia 


H 


del epiciclo en sentido opuesto al del movimiento de N. 
En el capítulo 39, Kepler supuso que P se movía de tal 
modo que NP se mantuviese en todo momento paralelo 
a la línea de los ápsides. Bajo este supuesto, el planeta 
trazaba en el cielo una órbita circular con centro en B. 
Contra esta suposición Kepler hizo valer que es absur- 
do que el planeta se mueva en el epiciclo por su propia 
fuerza ínsita con velocidad variable y desentendiéndose 
de la fuerza del Sol (1609, pp. 187 y ss.). Esta objeción 
pierde fuerza si no aspiramos a una explicación dinámi- 
ca de los movimientos circulares combinados en el mo- 
delo, sino solo de su resultante, esto es, del movimiento 
efectivo del planeta en su órbita. Pero además, en el 
modelo modificado a que Kepler apela en el capitulo 
45, el planeta se mueve uniformemente en el epiciclo, 
cuyo centro N recorre la circunferencia del deferente 
con una velocidad variable que depende de la distancia 
entre el planeta y el Sol.** Bajo estas nuevas condiciones, 
el planeta ya no traza el círculo con centro B y radio BH 
—el O(B,BH), como lo llamaré en adelante— sino una 
órbita ovalada inscrita en ese círculo que le es tangente 
en los ápsides.* 

Kepler construyó una órbita de Marte fijando las lon- 
gitudes de acuerdo con la hipótesis vicaria y utilizando el 
referido modelo epicíclico para determinar las distancias 
al Sol. En el curso de sus cómputos, sintió la necesidad 
de calcular el área de las lúnulas comprendidas entre 
el óvalo y el O(B,BH). Como no le era posible hacerlo 
exactamente mientras no hubiese establecido la órbita, 
atribuyó provisionalmente al óvalo la figura precisa de 
una elipse (que llamaré la elipse auxiliar), no porque lo 
creyese probable, sino porque esta suposición le facili- 
taba el cálculo aproximado que requería. De este modo 
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entró la elipse en la teoría del sistema planetario. La 
figura había sido estudiada por Apolonio de Perga, en 
su célebre libro sobre las secciones cónicas, y por otros 
geómetras griegos. (Véase la $6.5.1). 

Tras mucho trabajo y algunas ingeniosas mani- 
pulaciones Kepler obtuvo para Marte posiciones más 
próximas a las inferidas de las “observaciones infalibles” 
(1609, p. 266) a su disposición, pero todavía insatisfac- 
torias. Hacia el final del capítulo 49, Kepler atribuye a 
un lector imaginario el reproche de que en vez de avan- 
zar retroceden, pues en el capítulo 48 habían obtenido 
resultados más exactos. Kepler (1609, p. 238) responde 
que si su solo afán fuera obtener resultados efectivos 
se habría podido ahorrar toda esa labor, contentándose 
con la hipótesis vicaria. Pero “estos errores constituirán 
nuestro camino hacia la verdad (hi errores via nobis futu- 
ri sint ad veritatem)”. Marchando tentativamente por él 
concluyó que el cálculo de las lúnulas, bajo los supues- 
tos del capitulo 45, a que me referí arriba, exageraba 
considerablemente su tamaño. Con BH = 1 (fig. 29), 
cada lúnula tendría una anchura máxima de 0,00858; 
pero las ecuaciones computadas “a partir de causas fí- 
sicas (ex causis Physicis)” en los capítulos 49 y 50 daban 
un valor igual a la mitad de ese, “a saber, 0,00429, o más 
exactamente, 0,00432”.** Con su acostumbrada llaneza, 
Kepler nos cuenta que mientras meditaba con ansie- 
dad sobre las causas de esta diferencia, tropezó por ca- 
sualidad (forte fortuito incido) —tal vez al consultar con 
otro propósito una tabla trigonométrica— con el valor 
numérico de la secante del ángulo de 5* 18”, que es la 
medida de la máxima ecuación óptica, correspondien- 
te a la anomalía excéntrica B = 90%. Cuando averiguó 
que sec 518” = 1,00429, fue “como si hubiera desper- 
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tado de un sueño y visto una nueva luz” (1609, p. 267). 
Prosigue así: 


En las longitudes medias, la ecuación óptica se hace 
máxima. En las longitudes medias, la lúnula o acor- 
tamiento de las distancias [entre el planeta y el centro 
excéntrico de la órbita] es máxima, siendo igual al exce- 
so de la secante de la máxima ecuación óptica 1,00429 
sobre el radio igual a 1. Por tanto, si se utiliza el radio 
en lugar de la secante en la longitud media, se realiza 
aquello que indican las observaciones.” 


No estoy seguro de entender lo que Kepler quiere decir 
aquí, pero me parece razonable la explicación siguiente, 
inspirada por los comentarios de Stephenson (1994a, 
p. 108) y Jacobsen (1999, p. 230). En la fig. 29, sea A la 
posición fija del Sol, H el afelio e I el perihelio del pla- 
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neta, cuya Órbita inicialmente suponemos circular, con 
centro B y radio BH = 1. La máxima ecuación óptica, 
que se alcanza cuando la anomalía excéntrica 4 HBG = 
90%, sería entonces igual al 4AGB, y la distancia desde el 
planeta al Sol AG = AG/BG =sec ZAGB. Si se utiliza el 
radio en vez de la secante (si pro secante usurpetur radius), 
la distancia desde el planeta al Sol, cuando la anomalía 
excéntrica 4 HBG = 90%, no será AG, sino AM = BH = 
BG. Supongamos, pues, que el planeta avanza desde el 
afelio H hasta el perihelio I sobre una curva lisa convexa 
que pasa por M. Entre esta curva y el círculo que pasa 
por I, H y G se forma una lúnula cuya máxima anchura 
es MG = BG —- MB. MG/BG no es exactamente igual a 
sec ZAGB - 1, pero la diferencia es poca si la excentrici- 
dad AB/BH es pequeña. Por lo demás, si el planeta pasa 
por M y no por G, la máxima ecuación óptica no es igual 
al ZAGB, sino al ZAMB, y sec ZAMB = AM/MB. En 
virtud de nuestra construcción, MG = AM — MB, y por 
tanto MG/MB = sec ¿AMB - 1 Ahora bien, el punto M 
cumple la doble condición MA = BH y 4HBM = 90" si y 
solo si M está situada sobre una elipse de semidiámetro 
mayor BH y semidiámetro menor BM, con centro en B 
y uno de sus focos en A.*% Si, como hemos supuesto, 
la ecuación Óptica máxima = 5918” = ZAMB, la elipse 
que cumple las condiciones recién enunciadas tiene un 
trazado intermedio entre la elipse auxiliar de que ha- 
blé antes y el O(B,BH). La “nueva luz” que Kepler dice 
haber visto (1609, p. 267) aparentemente le reveló esto: 
la elipse descrita, con un foco en el Sol, es la órbita exac- 
ta de Marte. No lo dio inmediatamente por descontado, 
pero se dejó guiar por esta hipótesis en la ejecución de 
una serie de cómputos encaminados a confirmarla. Para 
su labor le fue especialmente útil el teorema aprendi- 


do de Arquímedes que enuncio más adelante (pp. 169- 
170), así como el conocimiento, también heredado de 
la Antigúedad, de que la distancia focal r = AP entre el 
foco A de la elipse con semidiámetro mayor a = BH y 
excentricidad e = AB/BH y un punto cualquiera P de la 
misma (fig. 29), está dada por 


r=a+aecos fB (4.6) 


donde fB = ZHBF es el ángulo comprendido entre los 
radios BH y BF del círculo circunscrito a la elipse indi- 
cada y F es el punto donde ese círculo corta la perpendi- 
cular a BH que pasa por P. Tras algunos ires y venires, 
Kepler concluyó que su hipótesis era correcta, y que los 
tiempos que el planeta se tarda en recorrer dos arcos 
de la elipse son proporcionales a las áreas de los corres- 
pondientes sectores de la elipse, comprendidos entre 
cada arco y los dos radios vectores que unen sus extre- 
mos al Sol. No me propongo acompañarlo en todos los 
meandros de su búsqueda. Tal como ha ocurrido hasta 
aquí, mi presentación esquemática omite algunas etapas 
y simplifica otras. 

Describo primero el método de las distancias diame- 
trales que Kepler empleó para determinar posiciones de 
Marte en la órbita elíptica y contrastarlas con las mejores 
observaciones de Brahe. En la fig. 30, se han trazado, 
con línea punteada gruesa dos arcos diametralmente 
opuestos de la hipotética órbita de Marte y con línea 
punteada más delgada el O(B,a), cuyo radio a = BH es 
igual el semidiámetro mayor de la órbita. Este es igual 
a las distancias AM, y AM, entre el foco A, donde está 
situado el Sol, y cada uno de los puntos M; y M, donde la 
órbita corta su diámetro menor. La distancia entre el Sol 
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A y el centro de la órbita B es igual al producto del semi- 
diámetro mayor a por la excentricidad de la elipse e; AB 
= ag. Sea D,D, un diámetro cualquiera del O(B,a). Sea 
AD perpendicular a D¡D,. Entonces BD = aecos ZABD 
= aecos Z HBD;. Por tanto, D¡D = a+aecos Z¿HBD; 
y DD, = a-— aecos ZHBD, = a + aecos(4HBD, + 1) = 
a+aecos ZHBD,. Sean F;, y F,las proyecciones per- 
pendiculares de D, y D, sobre la línea de los ápsides HI. 
Trácense, con centro A, los círculos de radio r, = D,D = 
a+aecos ZHBD;, y r, = DD, = a + aecos 4 HBD,. Sea 
P, la intersección del primero de estos círculos con DF; 
y P, la intersección del segundo con DF). Entonces P; y 
P, son puntos de la elipse que tiene en A un foco, en H 
el punto más distante de ese foco y el punto más próxi- 
mo a él en 1. P, y P, deben ser pues, respectivamente, 
las posiciones del planeta cuando la anomalía excéntrica 


es ¿HBD), y cuando es 4 HBD,. Como la construcción 
está referida a un diámetro cualquiera, puede repetirse 
para todas las anomalías excéntricas que se desee con- 
siderar, y en particular para aquellas que corresponden 
a las mejores observaciones de Brahe. Kepler seleccionó 
24 de ellas, agrupadas para señalar 12 direcciones del es- 
pacio, y comparó los valores de la longitud heliocéntrica 
del planeta y de su distancia al Sol computados según la 
construcción descrita con los obtenidos de acuerdo con 
las observaciones de Brahe. La comparación arrojó un 
error medio de +0,000578a para las distancias y +0,96' 
para las longitudes.*” 

Alentado por este espaldarazo de la experiencia, 
Kepler quiso darle a su nueva hipótesis una justificación 
dinámica. Demostraba así una vez más su certero olfa- 
to metodológico, pues, como sabemos, solo la integra- 
ción de las leyes de Kepler en la teoría dinámica de la 
gravedad de Newton les procurará la acreditación que 
ninguna colección de observaciones aproximadas y dis- 
continuas podía conferirles. Pero, como pondrá en evi- 
dencia el mismísimo triunfo de esta teoría, las ideas 
dinámicas de Kepler, cautivas aún del embrujo de la 
física de Aristóteles, eran insostenibles. Con todo, es 
admirable y en alguna medida increíble cuánto partido 
supo sacarles. Vimos que Kepler explicaba la circula- 
ción de cada planeta en un círculo alrededor del Sol por 
la rotación del Sol mismo y de los rayos de fuerza que 
emite. La variación en la distancia entre el planeta y el 
Sol la explicaba, a su vez, por la fuerza “magnética” del 
planeta siempre perpendicular a la línea de los ápsides. 
Esta fuerza alternativamente atractiva o repulsiva según 
que el planeta vaya del afelio al perihelio o del perihelio 
al afelio, varía con la magnitud y la dirección del radio 
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vector que une el planeta al Sol. El desafío de la nueva 
hipótesis consistía en hallar la ley que gobierne el ba- 
lanceo o “libración” (libratio),* esto es, el “sube y baja” 
del planeta desde y hacia la línea de los ápsides, de tal 
modo que su órbita sea precisamente la elipse descrita. 
En el capítulo 57 de la Nueva astronomía, Kepler propone 
considerar el planeta como un imán esférico, represen- 
tado en la fig. 31 por una sección plana que incluye el 
eje central DA, donde D es el polo que busca al Sol, y 
A el polo que le huye. Tomemos el radio de esta esfera 
como unidad de longitud. 

Sea DB = BA y FBI 1 DA. Cuando BI apunta al cen- 


Fig. 31 


tro del Sol el planeta no tenderá a acercársele ni a ale- 
jársele. Ello ocurre precisamente cuando el planeta pasa 
por el afelio o por el perihelio. Supongamos ahora que 
en un dado momento la anomalía verdadera O = ZIBC, 
de modo que la línea BC apunta hacia el Sol K. Entonces, 
el planeta se acercará al Sol porque el polo D que lo bus- 
ca se inclina hacia él con el 4DBC < 90% mientras que 
el polo A que le huye se inclina en la dirección opues- 


ta con el ZABC > 90%. Kepler afirma que (i) si la recta 
ABD representa los brazos de una balanza colgada del 
soporte vertical KB que se detienen formando con este 
el ZDBGC, el peso del brazo BD es al peso de BA como 
DP es a PA; y (ii) si la balanza está suspendida en P del 
soporte vertical CP y el peso de BD se aplica al brazo 
PA mientras que el peso de BA se aplica al brazo PD, 
la balanza se detiene con los brazos en posición hori- 
zontal. Aunque la aseveración (ii) es verdadera, la (i) es 
falsa y, por tanto, no respalda la conclusión kepleriana 
según la cual DP es a PA como la “fortaleza” (fortitudo) 
del ZABC es a la “fortaleza” del 4DBC.* Sin embargo, 
no me parece que esta conclusión sea imprescindible 
para dar el decisivo paso que le sigue. Si marcamos S 
en PA de modo que AS = DP, SP es la medida de la 
fuerza atractiva neta del planeta y, por proporcionali- 
dad, también lo es SP = BP = CN = sen ZIBC. “Por 
tanto, el seno de la anomalía verdadera es la medida 
de la fuerza con que el planeta se acerca al Sol en ese 
lugar” (Igitur sinus anomaliz corquate est mensura forti- 
tudinis accessus Planeta ad Solem illo loco—Kepler 1609, 
p. 274). De acuerdo con las ideas dinámicas de Kepler, 
el movimiento es proporcional a la fuerza que lo causa. 
Según eso, el seno de la anomalía verdadera mide tam- 
bién cuánto se acerca el planeta al Sol o se aleja de él 
en cada instante. Como la anomalía varía continuamen- 
te de instante en instante, para determinar la variación 
neta total de la distancia entre el planeta y el Sol en un 
lapso finito de tiempo tenemos que recurrir al cálculo 
integral. Para nosotros, hoy, la operación no es difícil. 
0 


J "seno = (cos) =-cos8 — (-1)=1-cos8= sen vers O 


(4.7)? 
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Pero Kepler no disponía de este recurso y tuvo que ape- 
lar a la aproximación mediante sumas finitas sobre con- 
juntos de ángulos pequeños. El resultado fue parecido 
al anterior, aunque discrepaba significativamente de él 
para valores pequeños de la anomalía verdadera. Para 
compensar la imprecisión resultante, Kepler se tomó la 
libertad de introducir otra: en vez de emplear la anoma- 
lía verdadera 6 requerida por el modelo dinámico ilus- 
trado en la fig. 31, pasó sin más a utilizar la anomalía 
excéntrica B (cf. fig. 32), igualándola además —impro- 
piamente, como él mismo concede (1609, p. 275)— al 
ZIBG de la fig. 31. Según él, el error producido por este 
procedimiento “se ajusta a nuestros deseos (ex voto est)”, 
pues compensa los generados por su método de aproxi- 
mación. De este modo, concluye, “mediante las mejores 
razones, hemos obtenido resultados dentro del límite 
de error de las observaciones (Rem igitur intra sensus 
propinquitatem adduximus optimis rationibus).” (Ibid.). 
Pero el malabarismo con las anomalías tiene una con- 
secuencia más importante y que parece casi milagrosa. 
Kepler la enuncia y demuestra años más tarde, en su 
tratado didáctico, Epítome de la astronomía copernicana 
(1618/21), cuando ya había superado todas sus dudas 
sobre la forma de las órbitas planetarias: Si, a medida 
que el planeta avanza del afelio al perihelio, la disminución 
de su distancia al Sol crece proporcionalmente como el seno 
verso de la anomalía excéntrica, entonces la órbita tiene 
que ser una elipse. lustro esta relación en la fig. 32 (una 
copia de la fig. 30 en que he cambiado letras, eliminado 
líneas y completado la elipse). Sea P la posición del pla- 
neta, correspondiente la anomalía excéntrica /HBD; = 
PB. ¿Cuánto ha disminuido su distancia al Sol desde que 
pasó por el afelio H? Esta cantidad, que llamaré A(B) 


—luego diré cómo depende de P— es igual a AH -— AP. 
Como se explicó arriba, a propósito de la fig. 30, AP = 
D¡D =D,B + BD =a4 + agícos PB). Por tanto, 


A(B) = AH - (D,¡B + BD)P 
= 4 +02 — (a + ag(cos B) 
= a2(1 — cos PB) = aevers sen f (4.8) 


La ecuación (4.8) vale, por cierto, si y solo si P está si- 
tuado sobre la elipse con semidiámetro mayor BH =a y 
excentricidad AB/BH = e. 

Cuando redactó el capítulo 57 de la Nueva astronomía 
Kepler no había alcanzado aún la claridad y seguridad 
sobre esta materia que exhibe, quince años más tarde, 
en el Epítome. En el capítulo 58 nos cuenta cómo cons- 
truyó erróneamente una órbita que no es elíptica, aún 
después de haber concluido que la diferencia entre la 
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distancia del Sol al afelio y su distancia al planeta en una 
momento dado es proporcional al seno verso de la ano- 
malía excéntrica correspondiente a ese momento. Esta 
órbita, que Kepler llama mofletuda (iter buccosum, via 
buccosa), resulta de una variación —¿o sería una confu- 
sión? — en el significado de la anomalía excéntrica PB. Ya 
aludí arriba a la ambigitedad que aqueja a este concepto 
una vez desechada la órbita circular. Sea O(B,a) el círcu- 
lo circunscrito a la órbita del planeta (fig. 32). La relación 
expresada en (4.8) determina una elipse si y solo si B = 
¿HBD,, esto es, el ángulo formado entre el radio que 
une el centro de la órbita B con el afelio H y aquel que 
une a B con el punto D, donde el O(B,a) corta la prolon- 
gación, más allá del planeta P, de la perpendicular FP a 


la línea de los ápsides HI. Como vimos, en el capítulo 
57 de la Nueva astronomía y en el pasaje comentado del 
Epítome, Kepler entiende la anomalía excéntrica de este 
modo. Sin embargo, en la astronomía tradicional, se en- 
tendía por anomalía excéntrica el ángulo descrito por el 
planeta mismo, en torno a B, desde su último paso por 
H; en otras palabras, el ángulo entre el radio de O(B,a) 
que pasa por el afelio y aquel que pasa por el planeta. Si 
este es el ángulo denotado por f cuando la distancia en- 
tre el planeta P y el Sol A se expresa mediante la relación 
AP = BH + ABícos f), entonces P no está situado en la 
elipse con semidiámetro mayor a = BH y excentricidad e 
= AB/BH, sino en una curva no elíptica, inscrita también 
en O(B,a), que Kepler llama la via buccosa. Para mostrar 
que así tiene que ser, me valgo de la fig. 33, que es una 
ampliación del primer cuadrante de la fig. 32, donde he 
modificado algunos objetos y añadido otros. 

La curva punteada HP,N representa el primer cua- 
drante de la órbita elíptica presentada por una curva 
continua en la fig. 32. En ella, P, representa la posición 
del planeta correspondiente a la anomalía excéntrica B 
= ¿HBD, si esta se entiende como en el Epítome y en el 
capítulo 57 de la Nueva astronomía. La curva punteada 
YZ es un arco del círculo con centro en A y radio AP, = 
a + ag(cos B) = BH + AB(cos B). Si suponemos que esa 
es la distancia correcta entre el planeta y el Sol cuando la 
anomalía excéntrica es P, pero concebimos esta última al 
modo tradicional como el ángulo descrito por el planeta 
mismo en torno a B, la posición del planeta correspon- 
diente a la anomalía B = 4HBD tiene que ser la inter- 
sección del arco YZ con el radio BD, y por tanto estará 
representada en la fig. 33 por P, y no por P,. La curva 
continua HP,N da una representación aproximada de la 
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órbita que se obtendría bajo estos supuestos y pone de 
manifiesto por qué Kepler la juzgó buccosa o mofletuda 
(en comparación con la elipse del capítulo 57). En la 
fig. 33 la excentricidad e es muchísimo mayor que en la 
órbita real de Marte, lo cual permite comprobar con un 
golpe de vista que la anomalía verdadera o corquata es 
diferente según que el planeta esté en P, o en P, (4 HAP, 
+ ¿HAP.,). En el caso de Marte, la diferencia es muy pe- 
queña, pero es lo bastante grande para que, a la luz de 
los datos de Brahe, Kepler desechase la via buccosa. 


4.6 La ley de áreas 


En el capítulo 59 de la Nueva astronomía Kepler 
finalmente hace suya la tesis de que Marte recorre exac- 
tamente una elipse en uno de cuyos focos está el Sol. 
Suscribe también la validez exacta de la ley de áreas, que 
intenta vincular a la ley de la distancia inversa mediante 
un argumento poco persuasivo. El Epítome ofrece una 
demostración de este vínculo que todavía está incom- 
pleta, pero es mucho más satisfactoria, y que, como ha 
probado recientemente A.E.L. Davis (2003), puede com- 
pletarse y hacerse concluyente con recursos geométri- 
cos que Kepler tenía a mano y cuya utilización habría 
aprobado. Las indicaciones siguientes darán una idea 
del argumento de Kepler en el Epítome, enriquecido por 
Davis. 

En la Nueva astronomía Kepler distinguía dos fuerzas 
causantes del movimiento del planeta: (1) una fuerza 
“magnética”, alternativamente solípeta y solífuga, que 
hace que el planeta se acerque al Sol mientras avanza 


del afelio al perihelio y se aleje de este mientras va del 
perihelio al afelio; (2) una fuerza que impulsa al planeta 
en una dirección transversal al radio vector que lo une 
al Sol y lo hace circular alrededor de este. Como sabe- 
mos, la segunda fuerza es inversamente proporcional a 
la distancia entre el Sol y el planeta y, por tanto, varía 
continuamente con esta. Debido a esta continua varia- 
ción de la fuerza impulsiva, un tratamiento exacto del 
movimiento del planeta demanda el empleo del cálculo 
diferencial e integral, inventado por Newton y Leibniz 
en el último tercio del siglo XVII. Kepler no dispone 
del cálculo; en su lugar, divide la órbita curva en lo que 
llama “partes pequeñas' (partes minutae) o “divisiones pe- 
queñísimas' (divisiones minutissimae), a las que equipara 
con las cuerdas que las subtienden, esto es, con los lados 
de un polígono inscrito en la curva.* La gran novedad de 
la derivación del Epítome consiste en que Kepler analiza 
la demora del planeta en cada arco diminuto de la órbi- 
ta en dos componentes ortogonales, uno de los cuales 
apunta en dirección al Sol. Solo el otro componente, 
que llamaré transradial, depende de la segunda fuerza, 
es tanto mayor cuanto menor sea esta y, por tanto, es 
directamente proporcional a la distancia del planeta al 
Sol. A la luz de este análisis, la ley de la distancia inversa 
dice —en términos actuales— que la distancia al Sol es 
inversamente proporcional al componente transradial 
de la velocidad instantánea del planeta (cf. la nota 21). 
Como mostraré enseguida, la ley de la distancia inversa, 
así modificada, implica la ley de áreas. 

La argumentación de Kepler se apoya decisivamen- 
te en un teorema que toma de Arquímedes (De con. et 
spher., Prop. 4) y que cita en el capítulo 59, Proteorema 
I, de la Nueva astronomía (1609, p. 286). En virtud de ese 
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teorema, si la elipse € (fig. 34) con semidiámetro mayor 
a y semidiámetro menor b está inscrita en el círculo K = 
O(O,a) tangente a 8 en I y H, y en un punto cualquiera 
P de HI se traza PS 1 HI, tal que PS corta a 8 en S y 
a K en R, entonces PS/PR = b/a. Kepler deduce de ello 
(Ibid., Proteorema III) que si trazamos sendas rectas 
desde R y S a otro punto cualquiera Q del diámetro HI, 
y denotamos con (OQHR el área de la región del círculo 
delimitada por el arco HR y las rectas QH y QR y con 
(MQHS el área de la región de la elipse delimitada por 
el arco HQ y las rectas QH y QS, entonces 


AQHR/0QHS = PS/PR = ba. 


En la fig. 35, represento —como en otras ocasio- 
nes— la órbita del planeta mediante la elipse con centro 
B, diámetro mayor HI = 2a y excentricidad e = AB/BH, 


N 


donde A es el foco ocupado por el Sol. Para abreviar, la 
llamaré O (por “órbita'). He trazado con línea punteada 
el círculo auxiliar O(B,a). En él he marcado los pares 
de arcos diametralmente opuestos HD e IF, D,D,,,, y 
E,,F,,,¡ Por construcción, estos cuatro arcos son iguales; 
supondremos además que cada uno subtiende un án- 
gulo de 15” (en la nota 43 se explica por qué; por cierto, 
era imposible hacer una figura que cumpliera literal- 
mente con esta condición). Entendemos que D, es un 
punto cualquiera entre D e I, de modo que 4DBD, < 
1799 30". 

Los sectores BHD, BD,D,,,1, BIF y BF,F,,; del O(B,a) 
tienen todos la misma área. Mediante un simbolismo 
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que utilicé antes, esto se expresa así: 
GOBHD = 0BD,D,., = OBIF = OBF,F,., (4.9) 


Trazamos XD, XD, XD, ZF, ZF y ZF perpendiculares 
a la línea de los ápsides HI. Estas seis perpendiculares 
cortan la elipse O en P, P,, P,,1, R, R, y Ry,1 respecti- 
vamente. Para abreviar, diré en lo sucesivo que P es la 
proyección perpendicular de D sobre O desde la línea de 
los ápsides HI y que D es la proyección perpendicular 
de P desde HI sobre el O(B,a). En virtud del teorema de 
Arquímedes arriba indicado, XF/XD =XP,/XD, = XP ,,;/ 
XD. = ZR/ZF =ZR,/ZF,= ZR,,.¿/ZF,.1 =b/a. Por tan- 
to, en virtud del corolario del teorema de Arquímedes 
deducido por Kepler (Proteorema III, citado arriba), 


b_OBHP_OBHP, (OBHP,, 
a (BHD AOBHD, EBHD, 
_QBIR_QBIR, QBIR,, 


OBIF. ABIF. ABIF, 


1 (4.10) 


Por tanto, 


b_ OBHP_,—-OBHP, (OBPP., (BHP 
a (BHD, —-GOBHD, EOBDD , EBHD 


n n+l 
(4.11) 


1 


(BHD = EBD,D,..., (por 4.9). Es claro entonces que 
(OBHP = OBP,P,,,¡ Del mismo modo, se prueba que 
OBP,P,.,; = OBR,R,,: = OBIR. En suma, pues, los sec- 
tores de la elipse O comprendidos entre el centro P y las 
proyecciones perpendiculares desde HI de los extremos 
de los arcos de 15” que hemos marcado en el O(B,a) 
tienen todos la misma área. Hasta aquí, todas las igual- 


dades que hemos establecido son exactas. Todavía no 
hemos recurrido a las igualdades aproximadas que nos 
está permitido usar gracias a que estamos considerando 
arcos y sectores muy pequeños del círculo y la elipse. 
Son imprescindibles para nuestro próximo paso. 

Atendamos ahora a los sectores de O con un vértice 
en el foco A. Probaremos que 


OAP Pr: E OAR Ro. = OBP. + OBR Ri, 
= ABHP+ ABIR = QAHP+ OAIR (4.12) 


Para establecer la primera de estas igualdades, identificamos 
cada uno de los arcos P,,P,,,; y R, Ry, con la cuerda homóni- 
ma que une sus extremos. Nuestra tarea se reduce, enton- 
ces, a demostrar que AAP,P,,,¡ + AAR, Ry, = ABP,P,,,1 + 
ABR,R,,,¡- Por simetría, la cuerda P,,P,,,, es igual y paralela 
a R,R,,,1- Por tanto, los cuatro triángulos mencionados tie- 
nen bases de la misma magnitud A. Una figura auxiliar 
muestra que la distancia entre las cuerdas paralelas P,,P,,,.; 
y R,R,.. es igual a MN. Por tanto, si h denota la altura del 
AAPP. y k la del ABP,P,,,¡, es evidente que 


AAPP j41 + AAR¿R y = 24h + ¿MM — h) 
= YVA¿MMN) 
= Ak + Y%M(MN — k) 
= ABP,Py, + ABR ¿Rosi (4.13) 


Razonando del mismo modo concluimos que ABHP 
+ ABIR = AAHP + AAIR. Por (4.11) y (4.9), ABHP 
= OBP,P,,; = OBR,R,,; = OBIR. Por tanto, las tres 
igualdades enunciadas en (4.12) valen dentro de los 
márgenes de imprecisión permitidos. La suma de las 
áreas de cualquier par de sectores de la órbita O con 
vértice A asociados de la manera indicada tiene, pues, 
un valor constante que llamaré (O. 
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Para el próximo paso de la prueba necesitaremos 
un pequeño truco, inventado por A.E.L. Davis (2003). 
Kepler no tuvo que usarlo en la suya porque se limitó 
a considerar pequeños arcos de elipse que incluyen los 
puntos en que esta corta el diámetro mayor o el diáme- 
tro menor (y corresponden, por tanto, a las anomalías 
excéntricas PB = 09, 90%, 180? y 2709), pero, por lo mis- 
mo, su prueba quedó incompleta. El truco de Davis se 
aplica a cualquier par de triángulos construidos como el 
AAPP..1 y el AAR,R,,,1 y consiste en rotar sus bases 
PP r:1 y R¡Ry,1 en torno a sus respectivos puntos medios 
F y G hasta que formen un ángulo recto con los segmen- 
tos rectos AF y AG que unen dichos puntos medios con 
el foco A (fig. 36). 


Siguiendo a Davis, me refiero a esta transformación 
como modulación de los triángulos y sus bases. Llamo 
Pm Pin Rp y Rn+1 a los extremos de las bases mo- 
duladas (para preservar la claridad del dibujo me he 
abstenido de incluir estos nombres en él). El efecto de 
la modulación es obvio: el AAP”,P”,,, y el AAR,R' +1 
son triángulos isósceles con bases iguales. Por tanto, 
sus áreas son entre sí como sus respectivas alturas: 
AAPP 141 /AAR, Ri ps = AF/AG. En la fig. 37 pre- 
sento una ampliación del AAR,R,,,, destinada a ilus- 
trar la afirmación siguiente: la modulación no altera 
significativamente el área del triángulo modulado, ya 
que, con la aproximación admitida, el área que pierde, 
a saber, el AGR,R”, es igual a la que gana, esto es, el 
AGR, ..1R',,1 Obsérvese que AG = AR”,cos ZGAR”, = 
AR”,cos 7/2 = AR”, dentro del margen de error acorda- 
do. Dentro de ese margen, AR, = AR”,. Un razonamiento 
análogo se aplica al AAP,P,,,¡. Podemos entonces con- 
cluir que, con la imprecisión convenida, 
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AP, = AF 9 AAPP a > OA. Po. 
AR, AG AARR 


DAR R (4.14) 


1 n  n+1 

En a fig. 36 marqué el segundo foco C de la elipse O, 
uniéndolo mediante líneas punteadas a P, y R,, Como 
sabemos, AP, + P,C = AR, + R,C = HI = 2a. Por la si- 
metría de la construcción, es evidente que AP, = R,C y 
P,C = AR, Por tanto AP,, + AR, = 2a. Esta igualdad vale 
para cualquier par de puntos de la elipse asociados como 
P, y R, por una construcción como la nuestra. 

Con los elementos que hemos reunido, podemos 
finalmente deducir la ley de áreas de la ley de la distancia 
inversa. Subdividimos la órbita elíptica del planeta, a cada 
lado de la línea de los ápsides, en 720 arcos de 15” construi- 
dos y asociados como se explicó arriba. En la fig. 36, los ar- 
cos P,,P,.,1 Y R,R,, representan un par cualquiera. Cuando 
el planeta está en P,,, las aspas del Sol lo impulsan, según 
Kepler, a circular sobre el O(A,AP,,) con una fuerza f(P,) 
que varía inversamente con la distancia AP,, desde el plane- 
ta al Sol: f(P,) o< (AP,,)”*. Por tanto, la demora del planeta 
al avanzar desde P, sobre un pequeño arco del O(A,AP,,) 
—esto es, lo que arriba llamé el componente transradial de 
la demora— es directamente proporcional a AP,,. Esta es 
la ley de la distancia inversa (modificada). Mostraré ahora 
que —dentro del margen de imprecisión acordado— el 
área (MAP,P,,,, del sector de la elipse O comprendido entre 
AP,, y AP,,,; también es directamente proporcional a AP,,. 
Hemos establecido que, para cualesquiera puntos P,, y R, 
asociados como hemos dicho, 


(i) AP, + AR, = 2a (constante), 
(ii)  (OAP,P,,, + OAR,R,, = O (constante), y 
(111) AR,/AP, = OAR¿Rir41/ AP Pr 


Por tanto, 
24 AP, Ml O0-O APP 
AP. (APP 


n n+1 
O 
ii (4.15) 


En consecuencia, para cualquier punto P,, de la órbita O, 
(AP, P,,.,¡ e< AP,. La marcha del planeta sobre O desde 
P,, hasta otro punto cualquiera X puede descomponerse 
en Mm pequeños avances, en el curso de los cuales des- 
cribe en torno al Sol, sucesivamente, el /P,AP,,,;, el 
ZP rmAPp12...» €l LP pm ¡AP p4m Más UN pequeño avan- 
ce final en que completa el 4P,,,,¡AX< ZP romAP m1: 
La demora del planeta en cada pequeño sector AP¡Py,; 
es proporcional a AP, y, por tanto, a OAP;¡P,,, (n<k 
< n+m). La demora total del planeta en ir de P, a X sobre 
la elipse O es la suma de sus demoras en cada uno de 
esos pequeños avances y, por tanto, es proporcional a la 


suma Y, CAP Pim FODAP,,X. Esta es la ley de áreas 


n n+m 


o 2? ley de Kepler. 


4.7 Nota sobre la tercera ley de Kepler 


La que hoy llamamos 3* ley de Kepler aparece enun- 
ciada por primera vez en el capítulo 3 del libro V de su 
obra La armonía del mundo (1619), como el octavo punto 
de trece en que resume la “enseñanza astronómica nece- 
saria para la contemplación de las armonías celestes”: 


Es cosa ciertísima y exactísima que la razón entre los pe- 
ríodos de dos planetas cualesquiera es precisamente igual 
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a la potencia 3/2 de la razón entre sus distancias me- 
dias.** 


En otras palabras, si t, y t, son los períodos de dos plane- 
tas y d, y d, sus respectivas distancias medias al Sol, 
3/2 


E la (4.16) 


Por tanto, los cuadrados de los períodos son entre sí 
como los cubos de las distancias medias al Sol; esto es, 
(t,*/t,) = (41/47); 

Kepler cuenta que tuvo esta idea el 8 de marzo de 
1618, pero que, por errores de cálculo, la rechazó como 
falsa. Sin embargo, el 15 de mayo del mismo año, “co- 
giendo nuevo ímpetu, ella expugnó las tinieblas de mi 
mente, y comprobé tal acuerdo entre este pensamiento 
y mi labor de 17 años con las observaciones de Brahe 
que inicialmente creí que soñaba y que había cometido 
una petición de principio” (OO 5:279). El hallazgo calzaba 
maravillosamente con su programa de mostrar que las 
relaciones discernibles en los movimientos planetarios 
se ajustan a proporciones expresables como razones en- 
tre enteros pequeños. Los pitagóricos descubrieron que 
entre las cuerdas que pulsadas juntas producen sonidos 
armoniosos hay proporciones de esta índole ($1.1.2). Para 
Kepler, la presencia en el cielo de tales “proporciones at- 
mónicas” manifiesta la mano de Dios. Tal como la ar- 
quitectura poliédrica proclamada en 1589 pero sostenida 
aún, con modificaciones, en el libro de 1519, la vigencia 
para todos los planetas de una relación simple pero a la 
vez sutil, como es la (4.16), demuestra según Kepler que 
el conjunto formado por el Sol y los planetas forma un sis- 
tema construido deliberadamente con arreglo a un plan. 


En el curso del siglo XVII se pudo comprobar que 
las tres leyes de Kepler se aplican también mutatis mu- 
tandis a los satélites de Júpiter descubiertos por Galileo 
en 1610. Entonces fueron incorporadas al patrimonio 
común de la astronomía y Newton (1687) las cita como 
“fenómenos”. La teoría astronómico-musical expuesta 
en La armonía del mundo no fue acogida ni perfecciona- 
da por los astrónomos y antes de Stephenson (1994b) 
ni siquiera había sido satisfactoriamente descifrada por 
los eruditos.* 

La 3? ley de Kepler se deduce de la ley de gravitación 
universal de Newton, sin invocar finalidades musicales 
o otro tipo ($6.1.7). Irónicamente, dicha ley vale en rigor 
según la teoría newtoniana solo si los planetas compara- 
dos no interactúan entre ellos ni con otro cuerpo alguno 
excepto el Sol; los hechos observados la corroboran solo 
en la medida en que, dentro del margen de error admi- 
sible, el astrónomo puede ignorar que todos los planetas 
juntos forman un sistema dinámico. 
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5 
Galileo 


EN LOS TRES CUARTOS DE SIGLO que trascurren entre la 
Nueva astronomía explicada causalmente o física celeste de 
Kepler (1609) y los Principios matemáticos de la filosofía 
natural de Newton (1687), la física se matematiza, em- 
prendiendo lo que Kant llamará “la marcha segura de 
una ciencia”.* Para el estudio histórico de nuestro tema 
no hay un período más atrayente ni más rico en episo- 
dios cuyo alcance preciso y mutua dependencia intere- 
sa desentrañar. La literatura al respecto es abundante e 
incluye obras espléndidas.? Me siento por eso excusado 
de entrar en detalles. Concentro mi atención en algunos 
modelos importantes propuestos por Galileo. Paso por 
alto sus precursores medievales? y sus antecesores in- 
mediatos en el cinquecento.* 


5.1 Vida y obras 


Galileo Galilei (1564-1642), florentino, hijo del mú- 
sico Vicenzo Galilei, estudió medicina y la filosofía de 
Aristóteles en la Universidad de Pisa, sin alcanzar un 
grado, y matemáticas, privadamente, con Ostilio Ricci 
(1540-1603), discípulo de Tartaglia y matemático del 
Gran Duque de Toscana. Desempeña la cátedra de ma- 
temáticas en Pisa desde 1589 hasta 1592, y en Padua 
desde 1592 hasta 1610. En mayo de 1609 se enteró en 
Venecia de que un holandés había inventado el catalejo.* 
Poco le costó reinventarlo y fabricar con lentes disponi- 
bles en el mercado un catalejo de tres diámetros, que su 
empleador, la República de Venecia, recibió con especial 
beneplácito, por su evidente utilidad naval y militar. A 
los pocos meses había construido un instrumento diez 
veces más poderoso que apuntó a los cielos. Observando 
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a Júpiter, entre el 7 y el 13 enero de 1610 descubrió cua- 
tro pequeños astros que acompañaban al planeta, alter- 
nativamente acercándosele y alejándose. Concluyó que 
son lunas que giran alrededor de Júpiter y los bautizó 
“astros medíceos” (Sidera medicea) en honor de la familia 
reinante en su patria.* En El mensajero astral (Sidereus 
nuncius), publicado en marzo, anunció a este y otros ha- 
llazgos sensacionales” de su “tubo óptico” o canocchiale, 
que poco después el Príncipe Cesi denominará telesco- 
pio.* En julio de 1610, Cosme II de Medici, Gran Duque 
de Toscana, aceptó el regalo de su antiguo tutor y lo 
nombró Filósofo y Matemático de su corte, y catedrático 
vitalicio de matemáticas de la Universidad de Pisa, sin 
tarea docente y con una remuneración tres veces mayor 
que la de un profesor regular del ramo (aunque solo la 
mitad del sueldo más alto de un profesor de filosofía 
aristotélica en Padua). Empieza entonces la carrera de 
Galileo cortesano, que Mario Biagioli (1993) ha explicado 
admirablemente. Como parte esencial de ella, Galileo 
se enreda en polémicas de vario contenido —¿por qué 
flota el hielo en el agua? ¿están las manchas solares en la 
superficie del Sol, o circulan a cierta distancia del astro? 
¿giran los cometas en torno al Sol como planetas o son 
fenómenos atmosféricos? — que le inspiran una serie de 
escritos brillantes y punzantes, obras maestras de prosa 
italiana, pero también le crean enconados enemigos.” 
Habla también con ardor, en las cortes de Florencia y de 
Roma, en pro del sistema heliocéntrico y el movimiento 
de la Tierra, provocando una reacción adversa del clero 
católico, especialmente los dominicos, identificados des- 
de el siglo XIII con la filosofía de Aristóteles. Anuncia 
un libro sobre estas materias, pero el 5 de marzo de 
1616 —después que la autoridad eclesiástica había de- 


jado circular en paz el De revolutionibus de Copérnico 
(1543) por casi un siglo—, el Santo Oficio de Roma de- 
claró herética la doctrina heliocéntrica y heliostática,! 
y en esos mismos días el Cardenal Bellarmino, princi- 
pal asesor teológico del papa, advirtió personalmente a 
Galileo que se abstuviera de defenderla excepto como un 
recurso matemático para facilitar los cálculos astronó- 
micos.** Solo en 1632 —confiado en el favor de Maffeo 
Barberini, su compatriota y declarado admirador, papa 
Urbano VITI desde 1623— Galileo se aventuró a publicar 
el Diálogo sobre los dos principales sistemas del mundo, el 
tolemaico y el copernicano, donde se proponen, sin decidir 
entre ellas, las razones filosóficas y naturales a favor de cada 
uno. Como las razones de Salviati, portavoz del heliocen- 
trismo en el Diálogo, son muchísimo más persuasivas 
que las del aristotélico Simplicio, y así las juzga el tercer 
interlocutor Sagredo, pocos creyeron en la pretendida 
neutralidad de la obra, y la Inquisición mandó apresar 
a Galileo, quien fue extraditado de Florencia a Roma, y 
condenado por el Santo Oficio el 22 de junio de 1633 a 
“prisión formal a nuestro arbitrio” por ser “vehemen- 
temente sospechoso de herejía”. “Arrodillado ante los 
eminentísimos y reverendísimos cardenales”, Galileo 
juró que había creído siempre, creía entonces y Dios 
mediante creería en el futuro “todo lo que sostiene, pre- 
dica y enseña la Santísima Iglesia Católica y Apostólica”, 
y abjuró y maldijo la “falsa opinión de que el Sol es el 
centro del mundo y no se mueve y que la Tierra no es el 
centro del mundo y se mueve”.*? Galileo pasó el resto de 
su vida bajo arresto domiciliario en su casa de campo en 
Arcetri, donde murió en enero de 1642. Allí terminó el 
manuscrito de un nuevo diálogo entre Salviati, Sagredo 
y Simplicio, Discursos y demostraciones matemáticas en 
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torno a dos nuevas ciencias concernientes a la mecánica y 
a los movimientos locales, que envió clandestinamente a 
Holanda y fue publicado en Leiden en 1638. 


5.2 Cuerpos flotantes 


La polémica sobre la flotación de los sólidos en el 
agua empezó en agosto de 1611 durante una conver- 
sación entre Galileo, su amigo Salviati y dos profeso- 
res de filosofía de la Universidad de Pisa. Uno de ellos, 
Vincenzio di Grazia, invocando la conocida doctrina 
aristotélica según la cual el frío, por naturaleza, causa 
la condensación de los cuerpos, afirmó que el hielo no 
es otra cosa que agua condensada. Más bien agua enra- 
recida, terció Galileo; como la condensación acrecienta 
el peso de las cosas y la rarefacción su ligereza, y ve- 
mos que el hielo es más ligero que el agua, tenemos 
que creer que es menos denso. El filósofo negó que el 
hielo fuese menos pesado que el agua, respondiéndole 
Galileo que esto es obvio, puesto que flota en ella. Alegó 
di Grazia que el hielo flota debido a su forma laminar 
—parece que en el Mediterráneo no tenían noticia de 
los icebergs— y recordó que el filo de una espada hien- 
de el agua sin dificultad mientras que, si golpeamos la 
superficie del agua con el lado plano de la espada (con 
una spada di piatto), cuesta mucho esfuerzo penetrarla.'* 
El debate se prolongó por escrito hasta comienzos de 
1614, con ribetes de odiosidad que hoy nos asombran. 
Mención especial merece un experimento ejecutado en 
“muchos lugares públicos de la ciudad” (EN 4:34) por 
Ludovico delle Colombe, antiguo adversario de Galileo, 
consistente en mostrar que una lámina delgada de éba- 


no flota indefinidamente en el agua, mientras que una 
bola de ébano se hunde enseguida. Galileo respondió 
que la lámina de ébano se hunde si la mojan por enci- 
ma, lo que sugiere que tuvo un barrunto de lo que hoy 
llamamos la tensión superficial de los líquidos, aunque 
no llegó a concebirla.'* 

Galileo piensa, como Arquímedes, que todos los 
cuerpos son más o menos pesados (tanto absolutamen- 
te como en relación a su respectivo volumen), y rechaza 
la tesis aristotélica de que hay cuerpos intrínsecamente 
ligeros, que por naturaleza tienden a alejarse del centro 
del mundo.'* En el Discurso acerca de las cosas que están 
sobre el agua y que en ella se mueven (1612*, 1612?), Galileo 
exhibe la fertilidad de su ingenio, pero no alcanza la clara 
elegancia de la hidrostática de Arquímedes ($3.2), en par- 
te porque se abstiene de proponer un modelo tan alejado 
de la vida cotidiana como el utilizado por este. Como 
se recordará, el Postulado 1 del libro de Arquímedes se 
refiere a un líquido que cubre uniformemente toda la 
superficie de la Tierra y no está “encerrado en algo o 
comprimido por otra cosa”. En cambio, en las situaciones 
a que se refiere Galileo el agua está siempre contenida 
entre las paredes sólidas de un recipiente finito. Como 
estas situaciones no cumplen con el citado requisito del 
modelo de Arquímedes, Galileo se encontró a poco an- 
dar con que la fidelidad al matemático griego lo llevaba 
a conclusiones falsas. Hoy las evitaríamos invocando el 
Principio de Pascal.** Pero entonces Pascal (1623-1662) 
no había nacido y Galileo no tuvo la inspiración de ade- 
lantársele. En vez de eso, aplicó a su problema de hidros- 
tática un principio de la estática de los cuerpos rígidos 
tomado del tratamiento de la palanca en las Cuestiones 
mecánicas del pseudo-Aristóteles. 
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Galileo fija al comienzo el significado de algunos 
términos: peso específico, peso absoluto, momento. Dos ma- 
terias diferentes tienen igual peso específico si volúmenes 
iguales de ambas pesan lo mismo. En cambio, dos só- 
lidos que pesan lo mismo, aunque sus volúmenes sean 
desiguales, tienen igual peso absoluto.'” Momento es aque- 
lla virtud, fuerza o eficacia con la que el motor mueve y 
el móvil resiste. Ella depende del peso y de la velocidad 
del movimiento.**? Este concepto, del que visiblemente 
desciende nuestra noción de momento cinético, figura 
en dos principios que Galileo dice tomar de la ciencia 
mecánica: 


Pesos absolutamente iguales, movidos con igual ve- 
locidad, operan con igual fuerza y momento. 

El momento y la fuerza de la gravedad crecen con la 
velocidad del movimiento, de modo que pesos igua- 
les combinados con velocidades desiguales tienen 
desigual fuerza, momento y virtud, y es más potente 
el más veloz, según la proporción de su velocidad a 
la velocidad del otro.'” 


Armado de estos principios, Galileo estudia las re- 
laciones cuantitativas entre (i) la superficie T' de un re- 
cipiente cilíndrico que contiene agua, (ii) la superficie 
A de un prisma sólido parcialmente sumergido en ella, 
(iii) el volumen V de la parte sumergida del prisma, y 


(iv) el volumen A del agua elevada sobre su nivel inicial 
j Ds ; A T-A 
por la inmersión del prisma. Demuestra que v a 


En la situación ideal postulada por Arquímedes, P-A = 


T, y por tanto A = V. Pero en la condiciones más fami- 
liares a que se refiere Galileo, A < V. En vez de seguir 


la larga y tediosa derivación y explicación de este resul- 
tado, presentaré una situación propuesta por Galileo en 
la segunda edición “para amplísima confirmación y más 
clara explicación de esto mismo” (EN 4:77), y que ilus- 
tra admirablemente su manera de utilizar los principios 
mecánicos arriba citados. 

Al lado derecho de la fig. 38 se ha representado un 


AHB 


recipiente, que supondremos muy amplio, conectado 
por abajo con el tubo de la izquierda, que supondremos 
muy estrecho. El agua vertida en el recipiente asciende 
por el tubo hasta alcanzar el nivel de equilibrio, seña- 
lado por las letras LGH. ¿Cómo es posible que el agua 
que hay en “el tubo angostísimo ICAB” contrapese el 
volumen mucho mayor contenido en el “anchísimo vaso 
EDIF”? Según Galileo, nuestro asombro cesará si nos 
imaginamos lo que ocurriría si el agua del recipiente 
descendiese un poquito, del nivel GH al nivel 00, for- 
zando al agua del tubo a subir mucho más, digamos, 
del nivel L al nivel AB.” Sean h, y h,, respectivamente, 
las distancias entre GH y 0O y entre L y AB. Sean 2 y 
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O, respectivamente, las áreas de una sección horizontal 
del recipiente y del tubo. Obviamente, el volumen h,X 
del agua que baja en el recipiente es igual al volumen 
h,0 del agua que sube en el tubo. Por tanto, h,:h,= 0:2. 
Ahora bien, 0:2 es precisamente igual a la razón entre 
el peso g, del agua contenida en el tubo bajo el nivel 
de equilibrio L y el peso g, del agua contenida en el re- 
cipiente bajo el nivel de equilibrio GH. En el proceso 
ficticio que Galileo nos invita a imaginar, el agua caería 
en el recipiente desde GH hasta OO en el mismo tiem- 
po t que necesitaría para subir desde L hasta AB en el 
tubo. Designemos con uy el momento del agua que cae 
y con 1, el momento del agua que sube. Conforme a los 
principios mecánicos aducidos por Galileo, el momento 
es directamente proporcional al peso y a la velocidad del 
cuerpo en movimiento. Es claro entonces que H;:H) = 
g1h,t*:g,h,t*= h,2:h,0 = 1. Son, pues, exactamente igua- 
les los momentos con que el agua se desplazaría hacia 
arriba y hacia abajo en la situación imaginada (esto es, 
lo que hoy se llaman momentos virtuales). Si, como dice 
Galileo, “el momento de la velocidad del movimiento 
de un móvil compensa el momento del peso del otro”, 
no puede sorprendernos “que el velocísimo ascenso de 
la poca agua CL resista a la lentísima caída de la mucha 
agua GD.” 

Galileo comenta: “Ocurre pues en esta operación 
precisamente lo mismo que con la romana, en la cual 
un peso de dos libras contrapesará otro de 200, siempre 
que aquel debiera moverse al mismo tiempo a través 
de un espacio 100 veces mayor que este; lo que ocurre 
cuando un brazo de la balanza sea cien veces más largo 
que el otro.”?? E inmediatamente después, dando lo que 
parece a primera vista un salto a otro género de cuestión: 


“Cese, por tanto, la falsa opinión de quienes estimaban 
que un navío es sostenido mejor y más fácilmente en 
una grandísima abundancia de agua que en una canti- 
dad menor; siendo así que, por el contrario, es posible 
que una nave flote tan bien en diez cubas de agua como 
en el océano.”* 

El disparate peripatético que Galileo, exasperado, 
rebate aquí inspiró la idea de un sencillo y hermoso ex- 
perimento, descrito por su discípulo Benedetto Castelli 
(1615), en la Respuesta a las Objeciones contra el Discurso 
de Galileo publicadas por Ludovico delle Colombe y 
Vincenzio di Grazia. Este último había escrito que, como 
el agua es un cuerpo continuo, sería más fácil dividir 
una cantidad de agua pequeña que una grande. Según 
esto, observa Castelli, todo cuerpo que flota, cualquiera 
que sea su tamaño, se sumergirá en una gran cantidad 
de agua menos que en una cantidad pequeña, porque 
allí tiene que dividir y mover un mayor número de par- 
tes que acá. Por tanto, “la diferencia en la flotación de un 
mismo cuerpo en cuatro libras de agua o en mil cubas 
debería ser grandísima” (EN 4:755). Castelli pide a di 
Grazia que tome “el mismo vaso de madera” menciona- 
do por él en su escrito contra Galileo, lo ponga en otro 
vaso de agua un poco mayor y le agregue poco a poco 
trocitos de plomo hasta que esté tan próximo a hundirse 
que con un grano más que le ponga se va a pique. Lo in- 
vita luego a colocar el vaso de madera en “un gran vivero 
lleno de agua”, ponerle el mismo número de trocitos de 
plomo y contar cuántos granos tiene que añadirle para 
que se hunda. Castelli, que dice haber hecho el experi- 
mento, está seguro de que también en este caso, igual 
que en el anterior, bastará con uno solo. A nosotros, aun 
sin repetirlo, este resultado nos parece obvio. Es llama- 
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tivo el contraste entre la perspectiva global, burdamente 
cualitativa de los aristotélicos (“el océano sostiene mejor 
a las naves que el agua poco profunda de un puerto”), y 
el enfoque analítico, pendiente de minucias cuantitati- 
vas, de la nueva física en formación. 

Para terminar esta incursión en la hidrostática de 
Galileo, describo su solución, ingeniosa aunque insa- 
tisfactoria, al problema que le planteaban las láminas 
de ébano flotantes en el agua. Anota que, al observarlas 
bien, se observará que se hunde un poquito bajo el ni- 
vel del agua que las rodea, formándose como una cajita 
llena de aire (cf. las figs. 39 y 40, reproducidas del libro 
de Galileo). Lo que flota, entonces, no es la lámina de 
ébano, cuyo peso específico es mayor que el del agua, 
sino esa cajita entera, compuesta de ébano y aire, cuyo 
peso específico es menor que el del agua. 


Fig. 40 du 


5.3 La Tierra se mueve 


El 4 de agosto de 1597, junto con agradecerle el re- 
galo de un ejemplar de su libro Mysterium cosmographi- 
cum, Galileo escribe a Kepler que hace muchos años que 
comparte la opinión de Copérnico, partiendo de la cual 
ha descubierto las causas de muchos efectos naturales 
que duda se dejen explicar por la hipótesis corriente. 
Ha escrito muchas refutaciones de los argumentos en 
su contra, pero no se ha atrevido a difundirlas, “atemo- 


rizado por la fortuna del mismo Copérnico, nuestro pre- 
ceptor, que, si bien ha alcanzado entre algunos una fama 
inmortal, a infinitos —tan grande es el número de los 
imbéciles— les parece risible y repudiable.”?* 

Es oportuno preguntarse cuándo y por qué Galileo 
se hizo copernicano. Stillman Drake (1987) piensa que 
ello ocurrió en dos etapas: primero, hacia 1590, Galileo 
se convenció de que la Tierra —no el firmamento— se 
mueve con rotación diurna en torno a los polos; luego, 
desde 1595, acepta que ella se traslada además anual- 
mente alrededor del Sol. Durante la primera etapa, pues, 
Galileo no habría repudiado el geocentrismo, sino solo la 
tesis tradicional de la inmovilidad de la Tierra.” El trata- 
do De motu, redactado mientras enseñaba en Pisa, con- 
tiene un capítulo “Donde se investiga si el movimiento 
circular es natural o violento”. Galileo explica allí que la 
rotación de una esfera pesada cuyo centro de gravedad 
coincide con el centro del mundo no es un movimiento 
natural ni forzado; no es natural, porque no la conduce 
a su lugar propio, en el cual hemos supuesto que ya 
está; pero tampoco es forzado, porque no la desplaza 
de ese lugar. Se pregunta si dicho movimiento, una vez 
iniciado por una fuerza externa, sería o no perpetuo. 
Debería ser perpetuo, pues no ocurre contra la natura- 
leza; pero debería detenerse, puesto que no ocurre según 
ella.?* Galileo agrega que este dilema solo podrá resol- 
verse cuando se haya establecido qué mueve a las cosas 
que no se mueven naturalmente. El capítulo siguiente 
se titula en efecto “Qué mueve los proyectiles” (A quo 
moventur proiecta), pero no contiene una solución del 
dilema anterior, ni la precede. Con todo, según Drake, 
basta estudiar con cuidado el referido capítulo sobre el 
movimiento circular para que sea evidente cómo Galileo 


193 


194 


dio con la idea de la rotación diurna de la Tierra y la 
percibió como “una conclusión inescapable”.” Pero su 
conversión cabal al copernicanismo habría tenido lugar 
más tarde, cuando concibió la explicación de las mareas 
por la acción conjunta de la rotación y la traslación de la 
Tierra. La primera referencia documentada del propio 
Galileo a su teoría de las mareas data de 1516 (EN 5:377- 
395), pero hay en los cuadernos de Paolo Sarpi una nota 
de 1595 que la describe sucintamente. Sarpi, que tenía 
otra teoría de las mareas, no reclama esta como suya; 
aunque no menciona a Galileo, Drake estima que la nota 
de Sarpi atestigua que las mareas son los efectos natu- 
rales explicables solo por el sistema de Copérnico a que 
Galileo alude en 1597 en su carta a Kepler. 

El 30 de mayo del mismo año había escrito a lacopo 
Mazzoni, a propósito de su libro De comparatione 
Aristotelis et Platonis, una carta probablemente desti- 
nada a circular entre los amigos de ambos, en la que 
efectivamente refuta una objeción de Mazzoni contra 
Copérnico. Aunque se trata de un asunto elemental y de 
poca monta, me parece que vale la pena presentar aquí 
el razonamiento de Galileo por la naturalidad y decisión 
con que recurre a aproximaciones al discurrir geométri- 
camente sobre hechos observables. Para el desarrollo de 
una física eficaz hubo que superar tanto la aversión aris- 
totélica hacia las matemáticas como el apego platónico a 
la exactitud. La imprecisión controlada es un ingrediente 
insoslayable del rigor científico. 

Solía objetarse a Copérnico que si el Sol estuviese 
en el centro de la esfera de las estrellas fijas y la Tierra 
distase de ese centro lo que dista del Sol, veríamos a me- 
dianoche menos de la mitad de dicha esfera, y al medio- 
día más de la mitad. Como vemos siempre la mitad del 


firmamento, es imposible que la Tierra esté alejada del 
centro. Sin embargo, según Copérnico el firmamento es 
tan vasto que, comparado con él, la distancia entre el Sol 
y la Tierra es insignificante e incapaz de ocasionar una 
desigualdad perceptible entre las partes del cielo que 
vemos a distintas horas. Contra esto, invocaba Mazzoni 
el ejemplo del Monte Cáucaso cuya cima es iluminada 
por el Sol durante dos tercios de la noche, uno después 
del ocaso y el otro antes de su salida (en el valle). En 
virtud de esto, desde esa cima tendrían que verse varios 
grados bajo el horizonte que divide el firmamento en 
mitades. Pero, si la sola altura del Cáucaso provoca una 
división sensiblemente desigual entre la región visible 
y la invisible del cielo, cuál no sería la desigualdad entre 
ellas si la Tierra estuviera separada del centro por un 
intervalo igual a su distancia al Sol. 

Galileo recuerda que en todo caso nos separa del 
centro el radio de la Tierra, que es mucho mayor que la 
altura del Cáucaso y que sin embargo no basta, según 
Tolomeo, para generar una desigualdad significativa en- 
tre la fracción del firmamento que vemos sobre nuestras 
cabezas y la que permanece invisible bajo nuestros pies. 
Piensa por eso que la causa de la desigualdad señalada 
no puede ser “la distancia entre la cima del monte y el 
centro de la Tierra, sino más bien la altura de dicha cima 
sobre la superficie de la Tierra” (EN 2:199). Respalda esta 
afirmación con un diagrama (fig. 41), donde el O(M,MA) 
representa la Tierra, el O(M,MK) la esfera celeste y el 
punto D la cima del Cáucaso. Cuando el observador está 
en A, el horizonte es plano y contiene la recta BC; cuan- 
do el observador se sitúa en la cima del monte, el hori- 
zonte es la superficie de un cono con vértice D, que toca 
la Tierra en E y F y alcanza la esfera celeste en G y H. 
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El diagrama demuestra que la diferencia entre la mitad 
de la esfera (a cada lado de la recta KL) y la parte visible 
desde A (sobre la recta BC) es muchísimo menor que 
la diferencia entre esta y la parte visible desde D (sobre 
la recta GH). 


Fig. 41 


Galileo procede luego a demostrar la siguiente con- 
clusión que, según dice, le sugirió el resultado anterior: 
“Alejar al observador, con toda la Tierra, del centro del 
mundo cuanta sea la distancia entre la Tierra del Sol 
no causa una diferencia mayor que situar al observador 
(dejando la Tierra en el centro) sobre un monte no más 
alto que una milla y un séptimo” (EN 2:200). 

En la fig. 42 el firmamento está representado por el 
O(C,CB) y la Tierra por el O(C,CO). Sea Lun punto que 
dista del centro de la Tierra tanto como este del Sol. Si la 
Tierra se traslada a L, veríamos la región del cielo sobre 
el horizonte BLE. Consideremos un monte de altura IA 
desde cuya cima se ve esa misma región si el centro de 
la Tierra está en C. Galileo prueba que IA = 1 milla y 


1/7, “esto es, 1 milla y 141 pasos” (EN 2:201). Para lle- 
gar a este valor utiliza los siguientes parámetros: estima 
el radio de la Tierra en 3.035 millas; tomándolo como 
unidad, esto es, poniendo CO = 1, entonces, “según la 
opinión común”, el radio de la esfera celeste CB = 45.225 
y la distancia de la Tierra al Sol CL = 1.216. Entonces BL 
= 45.208.” La distancia entre la superficie de la Tierra 
y el firmamento, igual a la base del AOCB, se calcula 
fácilmente por el teorema de Pitágoras: 


OB=vCB? CO? =+/2.045.300.624 
=45.224,999988944 = CB (5.1) 


Como el 4BOC es recto y OB es prácticamente indis- 
tinguible de CB, el 40CB es inapreciablemente menor 
que un recto y por ende el ZOBC es del todo desdeña- 
ble. Por ser externo al AACB, ZLCB = ZCBA + ZBAC, 
donde 4CBA = ZOBC = 0, de modo que 4LCB = ZBAC 
= ZBAL. Como el ZAOC es recto e igual al ZBLC, el 
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ABCL es semejante al AAOC, dentro del margen de 
imprecisión resultante de nuestras aproximaciones. Por 
tanto, dentro de ese margen, BC:BL = CA:0C = CA: IC 
(puesto que IC = OC), de modo que 


BC-BL_AC-IC_ IA 
BL IC IC 


(5.2) 


Como el radio de la Tierra IC =1 y BC — BL= 45.225 
— 45.208 = 17, tenemos que IA = 17/45208 = 0,00038 
veces el radio de la Tierra, esto es, 1,14128 millas, un 
poquito menor que el valor de 1 1/7 = 1,14286 millas 
calculado por Galileo. 

Desde 1610, el telescopio rinde descubrimientos que 
despiertan interés público en el sistema copernicano a 
la vez que lo hacen más verosímil. Las montañas de la 
Luna indican que esta es un cuerpo sólido, probable- 
mente pesado, similar a la Tierra; los satélites de Júpiter 
demuestran que no todos los astros circulan en torno al 
centro del mundo; las fases de Venus implican que este 
planeta gira alrededor del Sol; las manchas solares prue- 
ban que continuamente hay cambios tempestuosos en 
el cielo (cf. Swerdlow 1998). Galileo, armado de su ins- 
trumento* y elevado a la dignidad de filósofo y matemá- 
tico oficial, rompe el silencio que —como le escribió a 
Kepler en 1597 — mantenía por temor a los imbéciles. La 
polémica ardía ya en los círculos cortesanos y académi- 
cos a fines de 1613 cuando Galileo escribe a Benedetto 
Castelli la carta que, difundida en copias imperfectas,* 
desencadenará la arremetida anticopernicana desde el 
púlpito.” 

En la carta a Castelli, Galileo recuerda que en la 
Sagrada Escritura hay muchas proposiciones que, si 


atendemos al sentido literal de las palabras, parecen 
apartarse de la verdad (“hanno un aspetto diverso dal 
vero”), pero son presentadas en esa forma para acomo- 
darse a la incapacidad del vulgo. Por esto, en muchos 
pasajes, la Escritura reclama una interpretación que se 
aparte “del significado aparente de las palabras”. Por tan- 
to, cuando se trata de cuestiones naturales, debe darse 
a la letra de la Escritura la última prioridad (“mi par che 
nelle dispute naturali ella doverebbe esser riserbata nell'ul- 
timo luogo”). En efecto, mientras que la Escritura, para 
acomodarse al entendimiento común, dice cosas que 
literalmente se apartan de la verdad absoluta, “la natu- 
raleza, que es inexorable e inmutable y no considera si 
sus recónditas razones y modos de operar están o no al 
alcance de la capacidad de los hombres, jamás transgre- 
de los términos de las leyes que le han sido impuestas”. 
De ahí que, tratándose de efectos naturales, “aquello que 
la experiencia sensible nos pone ante los ojos o infe- 
rimos mediante demostraciones naturales, no debe en 
modo alguno ser puesto en duda porque pasajes de la 
Escritura parecen decir otra cosa, puesto que no todo 
dicho de la Escritura está atado por vínculos tan seve- 
ros como todo efecto de la naturaleza”.* En la famosa 
carta que dirige en 1615 a la Gran Duquesa Cristina, 
madre de Cosme II (EN 5:309-348), Galileo explica más 
extensamente esta doctrina hermenéutica y la respalda 
con citas de San Agustín. En plena contrarreforma —la 
Guerra de Treinta Años entre católicos y protestantes 
comenzará en 1618— esta recomendación de un laico 
sobre la manera correcta de leer y entender la Biblia 
no caería bien en los círculos eclesiásticos. Del mismo 
tiempo datan las “Consideraciones acerca de la opinión 
copernicana” (EN 5:351-370), redactadas según Favaro 
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a más tardar en febrero de 1616, y el “Discurso sobre el 
flujo y reflujo del mar” (EN 5:377-395), fechado el 8 de 
enero de 1616. Mientras que aquella insiste en que los 
copernicanos no postulan el movimiento de la Tierra 
únicamente para facilitarse los cálculos, sino que profe- 
san su realidad efectiva,** esta expone la teoría galileana 
de las mareas a que aludí arriba y que explicaré al final 
de esta $5.12. Galileo se preparaba seguramente para 
responder al escrito anticopernicano de Francesco Ingoli 
(EN 5:403-412) cuando los decretos del Santo Oficio y de 
la Congregación del Índice lo redujeron al silencio. La 
respuesta a Ingoli se hizo esperar hasta 1624, después 
que el ascenso de Maffeo Barberini al papado indujo 
a Galileo a confiar en que las autoridades eclesiásticas 
tendrían de ahí en adelante una conducta más sensa- 
ta. Fruto de esa confianza fue también la publicación 
del Diálogo sobre los dos principales sistemas del mundo en 
1632, autorizada por la Inquisición de Florencia pero 
pronto desautorizada en Roma, con los resultados que 
conocemos. 

Sin duda, el principal motivo por el cual el movi- 
miento de la Tierra le parece completamente invero- 
símil a quien oye hablar de él por primera vez es que 
jamás ha sentido que se mueva. Para quien tenga los 
pies bien asentados en la Tierra, ella es más bien el ar- 
quetipo de la inmovilidad. Si Copérnico tiene razón, las 
casas de Florencia se mueven alrededor del polo a más 
de 300 m/s, una velocidad inferior a la que alcanzan hoy 
muchos aviones pero incomparable con la de cualquier 
vehículo contemporáneo de Galileo.* Apelando a la ex- 
periencia común con el movimiento de carros, barcos o 
ruedas, los adversarios del copernicanismo alegan que, 
si la Tierra girase en 24 horas en el sentido opuesto a 


aquel en que aparentemente gira el firmamento, enton- 
ces (i) un objeto arrojado desde una torre quedaría atrás 
y no caería al pie de ella; (ii) una bala de cañón dispara- 
da hacia el oriente llegaría mucho más lejos que si se la 
dispara hacia el poniente; (iii) sobre la superficie de la 
Tierra nada podría permanecer sin estar amarrado, pues 
la rotación vertiginosa lo lanzaría al aire. Como nada 
de esto se observa, concluyen que la Tierra no se mue- 
ve. Mientras que hoy reconocemos que la rotación de 
la Tierra tiene efectos dinámicos observables,* las res- 
puestas que, en la segunda jornada del Diálogo, Galileo 
pone en boca de Salviati se dirigen todas a probar que 
la rotación por sí misma no tiene ninguno (aunque en 
la cuarta jornada, sorprendentemente, Salviati explica- 
rá el fenómeno de las mareas por la acción combinada 
del doble movimiento terrestre de rotación y traslación). 
Antes de iniciar su crítica Salviati propone el siguiente 
principio en que debe basarse nuestro estudio de este 
asunto: 


Es necesario que, mientras solo consideremos las co- 
sas terrestres, cualquier movimiento atribuido a la 
Tierra permanezca completamente imperceptible y 
como inexistente para nosotros que la habitamos y 
que por tanto participamos del mismo; pero en cam- 
bio es igualmente necesario que dicho movimiento se 
nos presente compartido universalmente por todos los 
otros cuerpos e objetos visibles que, estando separados 
de la Tierra, carecen de él.* 


Para acabar de convencer a sus interlocutores de que 
quien se mueve en la Tierra y con ella no podría jamás, 
observándose y observándola, llegar a percatarse de su 
movimiento, Salviati describe un fenómeno que, aunque 
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familiar a todos, no le había llamado la atención a nin- 
gún filósofo o científico antes de Galileo. Encerrados en 
la cabina de un barco, donde vuelan moscas y mariposas 
y hay una redoma llena de agua en la que nadan pece- 
cillos, no podríamos nunca decidir, por el movimiento 
de estos animales o el de una pelota que un amigo nos 
lanza por el aire y le devolvemos, si el barco reposa o 
se mueve. 


Haced que la nave se mueva con tanta velocidad como 
queráis; con tal que el movimiento sea uniforme y sin 
vaivén, no reconoceréis el más mínimo cambio en to- 
dos los efectos mencionados, y por ninguno de ellos 
podréis discernir si la nave camina o está detenida. 
Saltando cruzaréis sobre el piso los mismos espacios 
que antes; no porque la nave se mueva rapidísima- 
mente daréis saltos mayores hacia la popa que hacia 
la proa, aunque durante el tiempo que estéis en el aire 
el piso bajo vuestros pies se deslice en la dirección 
contraria a vuestro salto; y si arrojáis alguna cosa al 
compañero, para alcanzarlo no tendréis que tirarla con 
más fuerza si él está hacia la proa o hacia la popa, que 
si estuvieséis en la dirección opuesta.** 


Este texto anticipa formulaciones muy posteriores del 
Principio de Relatividad, como lo entenderán Poincaré y 
Einstein, y ha contribuido sin duda a que se lo atribuya 
a Galileo y no a Newton, que fue el primero en enun- 
ciarlo formalmente (véase la nota 7 al capítulo 6).** Pero 
Galileo entiende la situación descrita de muy distinta 
manera que sus grandes sucesores. Aunque exige que el 
movimiento del barco sea “uniforme y sin vaivén” (uni- 
forme e non fluttuante in qua e in la), esto es, constante 
en cuanto a la velocidad y la dirección, no considera los 
hechos descritos como una manifestación de la perfecta 


equivalencia dinámica entre el reposo y todas las formas 
de movimiento uniforme y rectilíneo. 


5.4 La caída libre* 


La fama de Galileo Galilei (1564-1642) como pre- 
cursor de la mecánica de Newton se basa sobre todo en 
el breve tratado De motu locali, que su portavoz Salviati 
lee en la tercera jornada de los Discursos acerca de dos 
ciencias nuevas (1638). La obra comienza con un análisis 
del movimiento uniforme, luego construye un mode- 
lo matemático de la caída libre, y finalmente se refiere 
al movimiento de los proyectiles, concebido como una 
combinación de movimiento uniforme y caída libre. 
Comparado con el enfoque moderno de estos temas, el 
tratamiento que les da Galileo adolece de ciertas limita- 
ciones. Desde luego, para demostrar ciertos teoremas de- 
cisivos tiene que arreglárselas sin el cálculo infinitesimal 
que Newton y Leibniz inventaron treinta años más tarde. 
Además, a diferencia de Descartes y Newton, Galileo no 
postula que un cuerpo que se desplace sin impedimen- 
tos seguirá moviéndose indefinidamente a la misma ve- 
locidad en línea recta en cualquier caso, sino que aboga 
por una “ley de inercia” restringida al movimiento ho- 
rizontal, esto es, un movimiento cercano a la superficie 
de la Tierra que no sube ni baja sino que se mantiene 
perpendicular al radio de la Tierra en ese lugar. A pesar 
de estos defectos, De motu locali brinda un ejemplo de fí- 


* La 5.4 es una traducción libre de la $1.4 de mi libro The 
Philosophy of Physics, Cambridge: Cambridge University Press. 
O) Roberto Torretti 1999. 
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sica matemática que sirvió de inspiración a las próximas 
generaciones y en cierto modo sigue vivo todavía. 

Galileo define el movimiento uniforme como aquel 
“en que los espacios que el móvil recorre en tiempos 
iguales son iguales entre sí” (EN 8:191). Como el im- 
pacto de un cuerpo en caída libre aumenta con la altura 
desde la cual cae, es claro que la caída libre no es un 
movimiento uniforme. Alegando que la caída libre es 
un movimiento natural y la naturaleza “habitualmente 
se vale de los medios más inmediatos, más simples y 
más fáciles” (EN 8:197), Galileo conjetura que se tra- 
ta de la forma más simple de movimiento acelerado, 
el movimiento acelerado uniformemente. Propone una 
definición precisa de este tipo de movimiento, presenta 
demostraciones geométricas de varias propiedades que 
él tiene que poseer en virtud de su definición y confía al 
experimento la tarea de mostrar que la caída libre efecti- 
vamente exhibe estas propiedades. He aquí la definición 
(EN 8:205): 


Llamo movimiento igualmente o uniformemente acelerado 
al movimiento que, partiendo del reposo, adquiere en inter- 
valos iguales de tiempo, iguales momentos de rapidez. 


La expresión “momento de rapidez' (momentum ce- 
leritatis) se trata luego como sinónimo de “grado de ve- 
locidad' (velocitatis gradus). Podemos suponer, pues, que 
“momento” aquí significa “cantidad”, incremento”. Sin 
embargo, su sentido original en latín, a saber, “impulso, 
empuje', expresa la idea de una cantidad física que se 
manifiesta como impacto en las colisiones y cuya pre- 
sencia en el móvil es lo que lo lleva hacia adelante en 
un tiempo dado. Esta idea se asoma en la demostración 
del básico teorema 1: 


El tiempo en que un móvil, partiendo del reposo, recorre un 
espacio con movimiento uniformemente acelerado es igual 
al tiempo en que el mismo espacio sería recorrido por ese 
móvil en caso que se trasladara con movimiento uniforme y 
un grado de velocidad igual a la mitad del máximo grado 
de velocidad alcanzado al final del susodicho movimiento 
uniformemente acelerado. 


Para demostrar este teorema, trazamos la línea AB, 
que representa la duración del movimiento uniforme- 
mente acelerado, y la línea BE, perpendicular a AB, que 
representa la velocidad final v alcanzada en dicho mo- 
vimiento (fig. 43). 

Marcamos F en BE, equidistante de B y E, y traza- 
mos el rectángulo ABFG. Cada paralela a GA trazada 
desde un punto en AB hasta la G A 
recta FG representa la velocidad, 
en el instante representado por 
ese punto, de un cuerpo que se Fig. 43 
mueve uniformemente con ve- 
locidad Y.v. Evidentemente, el 
rectángulo ABFG representa la 
distancia recorrida por ese cuerpo 1 C 
durante el lapso de tiempo repre- 
sentado por AB. Por otra parte, 
la perpendicular trazada desde el 
mismo punto de AB hasta la recta 
AE representa la velocidad alcan- 
zada en ese instante por el cuer- 
po que se mueve con movimiento 
uniformemente acelerado, a par- E E B 
tir del reposo. Marcamos C en AB, equidistante de A y 
B. La paralela a BE por el punto C corta a la recta AE en 
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el punto I. Obviamente, la velocidad del móvil unifor- 
memente acelerado es igual a %v en el instante repre- 
sentado por C (y en ningún otro). Por tanto, el punto 1 
se halla también sobre la recta GF. Consideremos un 
instante cualquiera t anterior a C. En ese instante la 
velocidad del móvil uniformemente acelerado no llega 
aún a Jv, faltándole para alcanzarla una cantidad que 
llamaré Ay(t) (léase “déficit de velocidad en el instante 
t”). Ahora bien, para cada instante t anterior a C en que 
el móvil uniformemente acelerado se mueve con veloci- 
dad instantánea %v — Ay(t) hay un y solo un instante f(t) 
posterior a C en que el móvil uniformemente acelerado 
se mueve con velocidad instantánea %v + Ay(t). De este 
modo, el déficit de los momentos en la primera mitad 
del movimiento acelerado —representado por la para- 
lelas contenidas en el triángulo AGI— es compensado 
por el exceso de los momentos en la segunda mitad, el 
cual está representado por las paralelas contenidas en 
el triángulo IEF (EN 8:209). Por tanto, ambos móviles 
recorrerán espacios iguales en el lapso de tiempo repre- 
sentado por AB. 

Conviene advertir que la fuerza de este argumento 
no procede de la correspondencia biunívoca indicada 
entre los déficits de velocidad en los instantes que pre- 
ceden a C y los excesos de velocidad en los instantes 
que siguen a C. El argumento es válido porque, en las 
circunstancias del caso, se cumple la siguiente condición 
métrica: Si T es cualquier intervalo de tiempo previo 
al instante C y Vy designa el conjunto de todas las ve- 
locidades inferiores a %v que el móvil uniformemente 
acelerado posee sucesivamente durante el intervalo T, 
el intervalo f(T) posterior a C durante el cual el cuerpo 
posee sucesivamente las velocidades mayores que av 


comprendidas en el conjunto f(V y) tiene exactamente 
la misma duración que el intervalo T. Evidentemente, 
si f(1) + T, la contribución de f(V 7) al desplazamiento 
del móvil no puede compensar exactamente el déficit 
en la contribución de V (será menor si f(T) < T, mayor 
si f(1) > T). Dichas contribuciones no dependen solo 
de los “momentos de rapidez” contenidos en Y y f(V), 
sino también del lapso de tiempo durante el cual cada 
grupo de “momentos” está operando sobre el cuerpo. 
Hoy podemos explicar esto muy claramente mediante 
el cálculo integral; pero Galileo fue capaz de entenderlo 
aunque no disponía de este recurso. 

Al establecer una relación precisa entre el movi- 
miento uniformemente acelerado y el movimiento uni- 
forme, el teorema I hace posible utilizar las propiedades 
matemáticamente manejables de este para calcular las 
características cuantitativas de aquel. Si los móviles u 
and y” recorren las distancias s and s' en intervalos de 
tiempo t and t' con velocidades constantes v y v”, respec- 
tivamente, tenemos que s:s' = vt:v'”. Combinado con 
esta relación elemental, el teorema 1 implica que “si un 
móvil cae con movimiento uniformemente acelerado 
desde una posición de reposo, los espacios recorridos 
en cualesquiera intervalos de tiempo son entre sí como 
los cuadrados de esos intervalos de tiempo” (teorema II; 
EN 8:209). Digamos que en el tiempo t; el móvil unifor- 
memente acelerado recorre la distancia s; y alcanza la 
velocidad v;. Según el teorema I, la distancia s; también 
sería recorrida en el intervalo t, si el móvil se moviera 
con velocidad uniforme %v;. El concepto de movimiento 
uniformemente acelerado implica que v, es a v, como t; 
es a t,. Esta igualdad puede leerse en la fig. 44, donde las 
velocidades alcanzadas en los intervalos AO y AP están 
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s=1 y (t=1) 
4 op? Fig, 44 
s=4 A p 
F 
s=9 + (t=3) E 
s=16+ (t=4) 


representadas respectivamente por las perpendiculares 
OD y PE, y es claro que OD:PE = AO:AP. Por tanto, 


Es A Y = la (5.3) 
5, vi, t, 


A modo de corolario, concluimos que las distancias re- 
corridas por un móvil uniformemente acelerado en la 
primera, segunda, tercera, cuarta,..., n-ésima unidad de 
tiempo, son entre sí como los números impares suce- 
sivos, esto es, como 1:3:5:7:...:2n—1. (Véase la fig. 44, o 
aplíquese la fórmula n?- (n-1)? = 2n-1.) 

Galileo diseñó un ingenioso experimento para co- 
rroborar este corolario (Drake 1978, pp. 86ss.). Preparó 
un plano inclinado con una canaleta a lo largo de la cual 
una bola de mármol o de metal pulido pudiera rodar 
libremente. Colocó trastes movibles atravesados sobre 
el plano inclinado a diversas alturas, como los que van 


en el mástil de una guitarra. La bola rodante haría un 
ruido al pasar cada traste. La posición de los trastes debía 
ajustarse de modo que estos ruidos se escuchasen con 
un ritmo constante. Galileo, hijo de un músico, tenía el 
oído entrenado para determinar esto con una precisión 
de hasta 1/64 de segundo. De este modo, podía com- 
probar que el corolario era satisfecho por las distancias 
entre trastes sucesivos, que la bola recorría en tiempos 
iguales. El plano inclinado utilizado por Galileo tenía 
aproximadamente dos metros de largo y 3% de pendien- 
te. Si la pendiente fuese mayor, la caída sería demasiado 
rápida para esta cronometría primitiva. Sin embargo, 
Galileo pudo extender sus resultados a una caída con 
cualquier inclinación, incluso vertical, en virtud del si- 
guiente postulado que introduce inmediatamente des- 
pués de la definición de movimiento uniformemente 
acelerado (EN 8:205): 


Supongo que los grados de velocidad que un móvil dado 
adquiere al rodar sobre planos diversamente inclinados son 
iguales si los planos tienen la misma altura." 


Este postulado no agrega ninguna característica al con- 
cepto de movimiento uniformemente acelerado definido 
por Galileo, pero sí impone una restricción a las reali- 
zaciones físicas de este concepto matemático. Galileo 
sostiene que este concepto es aplicable a todos los casos 
de caída libre, que para él significa caída sin obstáculos 
por un plano inclinado sobre la superficie de la Tierra.* 
El postulado prescribe una relación cuantitativa bien de- 
terminada que debe existir entre tales aplicaciones. 

De los Teoremas 1 y II y el postulado antedicho, 
Galileo deriva numerosas proposiciones relativas al mo- 
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vimiento sobre planos con diversa inclinación, algunas 
de las cuales pueden ponerse a prueba. El postulado des- 
empeña un papel esencial en el argumento de Galileo en 
pro de su “ley de inercia”. Resumo aquí el curioso razo- 
namiento que conduce a ella. Considérese un móvil que 
cae libremente, desde la posición de reposo A, por un 
plano inclinado AB de altura h (fig. 45). Si alcanza la ve- 
locidad v en el tiempo t, recorre en este tiempo la distan- 
cia s= 4vt. Si el móvil luego continúa moviéndose con 
velocidad constante igual a v, recorrerá en un tiempo t la 
distancia vt =2s. Supongamos, empero, que durante este 
segundo intervalo de tiempo t el móvil tenga que subir 
por un plano BC con la misma inclinación que AB. “En 
cuanto comienza el ascenso sobreviene naturalmente lo 
mismo que le ocurre al móvil cuando se mueve desde A 
sobre el plano AB, esto es, un cierto descenso desde el 
reposo conforme a los mismos grados de aceleración, en 
virtud de lo cual desciende en el mismo tiempo la mis- 
ma cantidad que bajó en AB” (EN 8:244). Así, en el tiem- 
po t, el móvil simultáneamente subirá por el plano BC 
recorriendo la distancia 2s, gracias a su velocidad inicial 
v, y bajará por el mismo plano recorriendo la distancia 
s debido a la inclinación de este. Por tanto, el móvil re- 
correrá en el plano BC una distancia neta s, alcanzando 


Fig. 45 
A D E C 


así la misma altura h desde la cual cayó. Si el móvil hu- 
biese caído de la altura h por el plano DB que tiene otra 
pendiente que AB, subiría también a la altura h por el 
plano BE que tiene la misma pendiente que DB. Según el 
postulado, el móvil llega a B con la misma velocidad v, ya 
sea que caiga por el plano AB o por el plano DB. Y, como 
acabamos de ver, una vez que ha alcanzado la velocidad 
v, recuperará la altura h subiendo por el plano BC o por 
el plano BE, cualquiera que sea la respectiva pendiente. 
Por tanto, concluye Galileo, un móvil que sube por un 
plano inclinado con velocidad inicial v avanzará por él, si 
falta todo impedimento, hasta alcanzar la altura h desde 
la cual habría tenido que caer para adquirir esa velocidad. 
Mientras menor sea la pendiente, mayores serán el espa- 
cio recorrido y el tiempo que se tardará en frenar hasta 
detenerse. En el caso límite en que la pendiente es nula 
—un plano horizontal — el móvil se moverá a la misma 
velocidad durante un tiempo infinito. 

Esta es la ley de movimiento uniforme y rectilíneo 
—la “ley de inercia”— que Galileo aducirá en su teoría 
de los proyectiles. Por su derivación, es claro que solo 
pretende valer en el campo muy estrecho en que esta 
teoría es aplicable, a saber, hasta una distancia de pocos 
kilómetros de la boca de un cañón, y siempre que la gra- 
vedad sea la única fuente de aceleración o deceleración 
que cuenta. Cuando Simplicio, portavoz del aristotelis- 
mo en los diálogos de Galileo, señala que una superficie 
que no sube ni baja no puede ser un plano, pues sus 
puntos equidistan del centro de la Tierra, Salviati le con- 
cede sin dificultad que tiene razón, pero cita enseguida 
el ejemplo de Arquímedes, quien aceptó “como un prin- 
cipio verdadero que el brazo de una balanza [en equili- 
brio] reposa en una recta cuyos puntos equidistan todos 
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del centro común de las cosas pesadas, y que las cuer- 
das de las que se cuelgan pesos penden [de ese brazo 
en direcciones] paralelas entre sí” (EN 8:274). Tales su- 
puestos, aunque evidentemente falsos, generan errores 
insignificantes, porque “en la práctica nuestros instru- 
mentos y las distancias que utilizamos son tan pequeñas 
en comparación con la gran distancia hasta el centro de 
nuestro globo terrestre que bien podemos considerar un 
minuto de un grado del meridiano como si fuera una 
recta y dos verticales que cuelgan de sus extremos como 
si fueran paralelas” (EN 8:275-276). Las distancias más 
largas alcanzadas por los tiros de artillería “no pasan de 
cuatro millas”, esto es, aproximadamente un milésimo 
de la distancia al centro. De hecho, el artillero galileano 
se expone a un error mucho mayor al no tener en cuen- 
ta la resistencia del aire que al asimilar la horizontal a 
una línea recta. 

La pieza central de la teoría de los proyectiles de 
Galileo es su demostración de que un móvil que com- 
bina un movimiento horizontal uniforme con un movi- 
miento vertical uniformemente acelerado traza una 
semiparábola. La parábola había sido investigada por 
Apolonio (siglo III a.C.) en su tratado sobre las seccio- 
nes cónicas, pero su estudio no formaba parte de la edu- 
cación de un caballero del siglo XVII. Al apelar a esta 
clase de curvas, la nueva física se asociaba desde la par- 
tida con lo que a la sazón se percibía como matemática 
superior. En beneficio de sus interlocutores Simplicio 
y Sagredo, Salviati define la parábola como la curva en 
que la superficie de un cono recto es cortada por un 
plano paralelo a uno de los lados del cono y perpendi- 
cular al plano que contiene ese lado y el eje de simetría 
del cono. Dicha curva tiene su propio eje de simetría, 


que intersecta en el ápice. El ápice divide la parábola en 
dos semiparábolas. Sea P un punto en una de estas. La 
amplitud de P es la longitud de la perpendicular que 
va desde P al eje de simetría de la parábola; la llamaré 
x(P). La altura de P es la distancia que separa a dicha 
perpendicular del ápice; la llamaré y(P).* Galileo aduce 
solo dos propiedades de la parábola, a saber: 


(IL) Las alturas de los puntos de son entre sí como los 
cuadrados de las amplitudes; en otras palabras, si Q 
es otro punto de la semiparábola, entonces y(P)/y(Q) 
=xP)/2Q). 

(IL) Si Q es un punto del eje de la parábola, situado al 
lado convexo de esta y cuya distancia del ápice es 
igual a y(P), entonces la recta QP es tangente a la 
parábola.* 


La aludida demostración de Galileo se basa en (II). 
Supongamos que un móvil se mueve desde un punto 
O con velocidad horizontal constante v y a la vez cae ver- 
ticalmente con movimiento uniformemente acelerado. 
Sean x; e y; las distancias recorridas por el móvil al cabo 
del tiempo t; en la dirección horizontal y en la vertical, 
respectivamente. Es claro que si t, y t, son dos interva- 
los de tiempo cualesquiera, tenemos que yy/y, = t,?/t,? y 
x1/x, = t,/t,. En consecuencia, los sucesivos descensos 
del móvil son entre sí como los cuadrados de sus avan- 
ces. Descensos y avances son entre sí, pues, respectiva- 
mente, como las alturas y las amplitudes de los puntos 
de una semiparábola con su ápice en O y un eje vertical. 
Por tanto, las posiciones sucesivas del móvil necesaria- 
mente se encontrarán sobre esta semiparábola. 

Esta bella demostración descansa sobre el siguien- 
te supuesto, que Galileo da por descontado: el ímpetu 
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constante que impulsa al móvil hacia adelante y el ím- 
petu descendente que lo impulsa hacia abajo coexisten y 
hacen cada uno su papel sin interferir con el otro. En la 
formulación aquí presentada el argumento se aplica solo 
a tiros horizontales, pero se lo puede extender fácilmen- 
te al caso de un proyectil disparado a cualquier ángulo 
sobre la horizontal. Basta analizar la velocidad del pro- 
yectil al salir del cañon en sus componentes horizontal 
y vertical y restar la magnitud constante de este último 
de la creciente velocidad de caída (véase Polya 1977, pp. 
102-105). Pero Galileo no trata tales casos de esta ma- 
nera, sino que invoca consideraciones de simetría. El 
artillero quiere conocer el ángulo que el cañón debe for- 
mar con la horizontal para que el proyectil llegue precisa- 
mente a la distancia deseada. Después de probar algunos 
teoremas, Galileo ofrece tablas que indican, para ángu- 
los que van de 1? to 89", el alcance y la altura máxima 
que pueden alcanzar los proyectiles tirados con la mis- 
ma velocidad inicial y las distintas velocidades iniciales 
que se requieren para lograr cierto alcance. Estas tablas 
proveen un gran número de predicciones controlables. 
Para lograr estos resultados Galileo se apoya en su ha- 
bilidad para traducir relaciones físicas en proporciones 
entre magnitudes geométricas. Introduce una medida 
geométrica de la velocidad inicial de un proyectil, que 
llama “sublimidad”. La sublimidad c(v) es la altura que 
un móvil debe caer, desde una posición de reposo, para 
alcanzar la velocidad v. Sean x e y, respectivamente, la 
amplitud y la altura de un punto cualquiera en la tra- 
yectoria parabólica de un proyectil disparado horizontal- 
mente con velocidad inicial v. Galileo demuestra que Yx 
es la media proporcional entre y y G(v). Ello le permite 
calcular la amplitud correspondiente a cada altura, para 


una dada velocidad horizontal inicial. La proposición VII 
y su notable “corolario” allanan el camino para inferen- 
cias relativas a tiros no horizontales. 


ProposIcióN VII. En el caso de proyectiles que describen 
semiparábolas de igual amplitud, aquel que describe una 
semiparábola con amplitud igual al doble de su altura, re- 
quiere menos ímpetu que cualquier otro (EN 8:295).* 


A 

Fig. 46 
B 
C D 


Sean B y D, respectivamente, el ápice y otro punto cual- 
quiera de una parábola y sea C el punto donde la per- 
pendicular bajada desde D corta el eje de simetría (fig. 
46). Entonces, según la Proposición VII, el ímpetu ho- 
rizontal requerido para enviar un proyectil de B a D es 
mínimo si CD = 2BC. Pero, en virtud de la propiedad IL, 
2BC es la distancia desde la horizontal que pasa por C 
y Dal punto A donde el eje intersecta a la tangente que 
toca la parábola en D. Por tanto el triángulo rectángulo 
ACD es un triángulo isósceles, y la tangente en D forma 
un ángulo de 45? con la horizontal. Combinado con un 
recurso tácito pero sumamente audaz a la simetría, este 
sencillo razonamiento redunda en el siguiente 
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COROLARIO. Es claro por esto que, a la inversa, el proyectil 
lanzado desde el punto D requiere menos ímpetu para des- 
cribir la semiparábola DB, cuya tangente AD forma con la 
horizontal un ángulo igual a medio ángulo recto, que cual- 
quier otra semiparábola que tenga una elevación mayor o 
menor que la semiparábola DB. Se sigue entonces que si se 
lanzan proyectiles desde el punto D con el mismo ímpetu 
pero diferentes elevaciones, el tiro más largo [...] se logrará 
con la elevación de medio ángulo recto. Los otros tiros, cuyo 
ángulo de elevación es mayor o menor, serán más cortos. 
(EN 8:296) 


El título de “corolario” conferido a esta proposición 
tan importante está destinado quizás a silenciar a los es- 
cépticos. En rigor, esta correspondencia simétrica entre 
la semiparábola trazada por un proyectil arrojado ho- 
rizontalmente y la trayectoria de un proyectil lanzado 
hacia arriba en la dirección de una recta tangente a la 
trayectoria del anterior solo puede sostenerse si el mo- 
vimiento no impedido continúa en línea recta en cual- 
quier dirección —no solo la horizontal— conforme al 
principio de inercia de Descartes, que Galileo nunca aca- 
bó de abrazar del todo.* 


6 
Newton 


Pocos HAN SIDO TAN GLORIFICADOS como Isaac Newton 
(1642-1727), por su ley de gravitación universal: 


Nature, and Nature's Laws lay hid in Night. 
God said: Let Newton be! and All was Light.' 


Al final de su obra Philosophia naturalis principia 
mathematica (“Principios matemáticos de la filosofía 
natural”), Newton resume su descubrimiento con estas 
palabras: 


Hasta aquí he explicado los fenómenos del cielo y de 
nuestro mar por la fuerza de gravedad, pero no he in- 
dicado una causa de la gravedad. Es seguro que esta 
fuerza procede de una causa que penetra hasta el cen- 
tro del Sol y los planetas, sin que disminuya su fuerza; 
que no actúa según la cantidad de las superficies de las 
partículas sobre las que actúa (como suelen hacerlo las 
causas mecánicas), sino según la cantidad de materia 
sólida; y que propaga su acción en todas direcciones a 
distancias inmensas, disminuyendo siempre en razón 
del cuadrado de las distancias. [...] Pero hasta ahora 
no he podido deducir de los fenómenos la razón de 
estas propiedades de la gravedad, y no fabrico hipóte- 
sis. Lo que no se deduce de los fenómenos debe lla- 
marse hipótesis, y las hipótesis, ya sean metafísicas o 
físicas, de propiedades ocultas, o mecánicas, no tienen 
cabida en la filosofía experimental. En esta filosofía las 
proposiciones se deducen de los fenómenos y se gene- 
ralizan por inducción. Así se llegó a conocer la impe- 
netrabilidad, la mobilidad, el ímpetu de los cuerpos y 
las leyes de los movimientos y de la gravedad. Y basta 
que la gravedad exista de veras y actúe según las leyes 
que hemos expuesto y sea suficiente para [dar cuenta 
de] todos los movimientos de los cuerpos celestes y de 
nuestro mar.? 
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Los fenómenos que Newton tiene principalmente en 
cuenta para “deducir” su ley de gravedad se resumen en 
las tres “leyes de Kepler”: 


12% La órbita de cada planeta es una elipse en uno de 
cuyos focos está situado el Sol. 

2? El radio vector que une el planeta al Sol barre áreas 
iguales en tiempos iguales. 

3% La razón entre el cuadrado del período de un planeta 
y el cubo de su distancia media al Sol es constante 
(la misma para todos los planetas). 


Estas leyes se aplican también, mutatis mutandis, al mo- 
vimiento de los satélites, en cuyo caso el planeta respec- 
tivo hace las veces del Sol. 

Los fenómenos así descritos suscitan el problema de 
Kepler. ¿de qué depende la fuerza que produce preci- 
samente estos efectos? Este problema puede abordarse 
de dos maneras: o bien directamente, estableciendo, por 
ejemplo, que solo una fuerza inversamente proporcional 
al cuadrado de las distancia entre el Sol y el planeta es 
capaz de sostener el movimiento descrito en la primera 
ley; o bien, a la inversa, postulando la ley de la fuerza e 
infiriendo de ella las leyes de Kepler. Como veremos, 
Newton combina ambos procedimientos, aunque solo 
el primero puede llamarse propiamente una deducción 
de los fenómenos.* 

Un estudio adecuado del pensamiento de Newton 
debe centrarse en Principia. Pero es una obra extensa y 
compleja y no es posible analizarla, ni siquiera parcial- 
mente, en el espacio disponible aquí. Afortunadamente, 
lo esencial de la solución de Newton al problema de 
Kepler está contenido en el breve tratado Sobre el mo- 


vimiento de los cuerpos en órbita (De motu corporum 
in gyrum), que Newton completó probablemente en 
1684. Siguiendo a Francois de Gandt (1995) y J. Bruce 
Brackenridge (1995), me ceñiré a esta exposición.* 

Trato el problema de Kepler en la $6.1; en la $6.2 me 
refiero al método de paso al límite empleado por Newton 
en sus demostraciones; en la $6.3 hago algunas observa- 
ciones suplementarias sobre los conceptos newtonianos 
de masa y de fuerza a la luz del texto de Principia y de 
su interpretación posterior; por último, en la $6.4 abor- 
do los conceptos de espacio y tiempo que subyacen a 
los razonamientos de Newton y que este hizo explícitos 
en el escolio antepuesto al enunciado de las leyes del 
movimiento en Principia (1726, pp. 6-12). La $6.5 es un 
apéndice sobre cuestiones especiales. 


6.1 El movimiento de los cuerpos en órbita 


6.1.1. Preliminares. La versión más tardía del De motu 
empieza con cuatro definiciones y cinco leyes (que las 
versiones anteriores llaman “hipótesis”). Omito la de- 
finición 3 y la ley 5, referentes a la resistencia del medio, 
por cuanto esta es ignorada en los teoremas y problemas 
que nos ocuparán aquí (se la supone igual a 0). 


Def. 1. Llamo fuerza centrípeta a aquella por la cual un 
cuerpo es atraído o impelido hacia un punto que se con- 
sidera como centro. 

Def. 2. Y fuerza de un cuerpo o fuerza ínsita en un cuerpo 
a aquella por la cual este tiende a perseverar en su mo- 
vimiento siguiendo una línea recta. 
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Def. 4. Representantes [lat. exponentes] de las cantidades 
son cualesquiera otras cantidades proporcionales a las 
representadas. 


Ley 1. Por su sola fuerza ínsita un cuerpo avanza siem- 
pre uniformemente en línea recta si nada lo impide.* 
Ley 2. La variación en el estado de movimiento o de re- 
poso es proporcional a la fuerza impresa y sigue la línea 
recta en cuya dirección esta fuerza se imprime.” 

Ley 3. Los movimientos relativos de los cuerpos incluidos 
en un espacio dado son los mismos, ya sea que ese es- 
pacio repose o que se mueva perpetua y uniformemente 
en línea recta sin movimiento circular.” 

Ley 4. La acción recíproca de los cuerpos no altera el es- 
tado de movimiento o reposo de su centro de gravedad 
común. (Esto se desprende de la Ley 3). 


Siguen cuatro lemas. El primero gobierna la com- 
posición de movimientos. Expresa la conocida regla de 
suma vectorial. 


Lema 1. Por la acción de fuerzas combinadas un cuerpo 
recorre la diagonal de un paralelógramo en el mismo 
tiempo en que recorrería los lados del mismo por la 
acción separada de esas fuerzas. 


Newton explica esto así: Supongamos que en un tiempo 
dado la sola fuerza m llevaría al cuerpo desde A hasta 
B, y que la sola fuerza n lo llevaría en el mismo tiem- 
po desde A hasta C (fig. 47). Completemos el paraleló- 
gramo ABCD. Entonces, como la fuerza m actúa en la 
dirección de la línea AC paralela a BD, según la Ley 2 
esta fuerza no alterará en nada la rapidez (celeritatem) 


para alcanzar dicha línea BD, impresa por la otra fuerza. 
Por tanto, el cuerpo llega en el mismo tiempo a la línea 
BD, no importa que se le imprima o no la fuerza n, y al 
cabo de ese tiempo se encontrará en algún punto sobre 
esa línea BD. Por el mismo argumento se encontrará al 
cabo de ese tiempo en algún punto sobre la línea CD y 
por ende se hallará necesariamente en la intersección 
D de ambas líneas. 

La demostración del lema siguiente es más difícil e 
interesante. 


Lema 2. Un cuerpo urgido por una fuerza centrípeta 
cualquiera recorre, al iniciarse el movimiento, una dis- 
tancia proporcional al cuadrado del tiempo.* 


La líneas AB y AD representan los tiempos (fig. 48). Si 
el cuerpo es urgido por una fuerza centrípeta constan- 
te, las distancias recorridas en esos tiempos están re- 
presentadas por las áreas de los triángulos ABF y ADH, 
formados por una recta cualquiera AFH y las perpendi- 
culares BF y DH, respectivamente, como mostró Galileo. 
Pero si la fuerza centrípeta que urge al cuerpo no es 
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constante las distancias recorridas deben representarse 
por las áreas ABC y ADE, determinadas por esas perpen- 
diculares y una cierta curva ACE tangente a la recta AFH 
en A. Sea Ab: Ad= AB: AD. Sean bf y dh perpendiculares 
a AB y por ende paralelas a BF y DH. Tracemos una recta 
AE que corta las prolongaciones de BF, DH, bf y dh en G, 
E, g y e, respectivamente. Como el área curvilínea ABC 
es mayor que el AABF y menor que el AABG, y el área 
curvilínea ADEC es mayor que el AADH y menor que 
el AADEG, tenemos que?” 


AABF ABC AABG 
< < 


6.1 
AADEG ADEC AADH ie 


y, por tanto, 


AAbf __ABC__ AAbg 


(6.2) 
AAde ADEC  AAdh 


Disminúyanse ahora proporcionalmente las líneas AB y 
AD hasta que los puntos A, B y D coincidan y la recta Ae 
concuerde con la tangente Ah, al punto que las razones 
últimas AAbf: AAde y AAbg: AAdh vienen a ser iguales 
a la razón AAbf: AAdh. Pero esta última razón es como 


el cuadrado de Ab: Ad = AB: AD. Por tanto, la razón en- 
tre las áreas ABC y ADEC, que es intermedia entre las 
susodichas razones últimas, es igual a (AB: AD)”. En 
otras palabras, la razón última entre las distancias eva- 
nescentes o recién surgiendo es el cuadrado de la razón 
de los tiempos (ratio ultima evanescentium spatiorum seu 
prima nascentium dupla est rationis temporum). 

Con este lema Newton deja establecido que, bajo la 
acción de una fuerza centrípeta cualquiera, los cuerpos 
se mueven, en la situación límite de un movimiento in- 
cipiente, conforme al modelo galileano del movimiento 
uniformemente acelerado. Como se recordará, este fue 
diseñado como un modelo matemático de la caída libre 
cerca de la superficie de la Tierra. Todas las aplicaciones 
del modelo envolvían diferencias de altura muy peque- 
ñas (comparadas con el radio de la Tierra) y podían, por 
tanto, considerarse confinadas a dicha situación límite. 
De este modo, el lema 2 permite concebir la caída libre 
cerca de la superficie de la Tierra como un caso especial 
—local— de movimiento bajo una fuerza centrípeta que 
varía con la distancia al centro (manteniéndose práctica- 
mente constante si esta cambia muy poco). 

Los dos lemas siguientes enuncian verdades ma- 
temáticas conocidas que Newton utilizará en las de- 
mostraciones que siguen. Omito el lema 3, que solo se 
aplica en la investigación del movimiento en un medio 
resistente, no considerada aquí. El lema 4, decisivo en el 
tratamiento de nuestro próximo tema, enuncia parcial- 
mente el teorema 7.31 del Tratado de las secciones cónicas 
de Apolonio de Perga y para su demostración Newton 
remite a esta obra. 
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Lema 4. Todos los paralelogramos circunscritos a una 
elipse dada son iguales entre sí. 


Newton enuncia el mismo teorema de Apolonio en for- 
ma más completa y exacta!” en el lema 12 del libro I de 
Principia: 


Lema 12. Todos los paralelogramos circunscritos a una 
dada elipse o hipérbola en torno a dos diámetros con- 
jugados son iguales entre sí. 


En la $6.5.2 doy una demostración de este lema, restrin- 
gido a la elipse, que es la figura que nos interesa aquí. 
Recordemos por ahora que un diámetro de una elipse 
es cualquier cuerda que pasa por su centro, y que dos 
diámetros se dicen conjugados si cada uno es paralelo a 
las tangentes que pasan por los puntos de intersección 
de la elipse con el otro (véase la p. 289). 


6.1.2. La segunda ley de Kepler rige a todos los cuerpos en 
órbita. Este sensacional aserto es el contenido del si- 
guiente 


Teorema 1. Todos los cuerpos en órbita describen, me- 
diante rayos proyectados hasta el centro, áreas propor- 
cionales a los tiempos. 


Debemos entender que un “cuerpo en órbita” (gyrans) 
se mueve bajo la acción continua de una fuerza centrípe- 
ta." Para demostrar el teorema, Newton primero supone 
que el movimiento orbital resulta de la acción de una 
fuerza que actúa discontinuamente, a intervalos de tiem- 
po iguales, como un martilleo rítmico, imprimiendo al 


5 


cuerpo impulsos bruscos, posiblemente diferentes, en 
la dirección de un punto fijo. Sea S este punto y AB la 
recta en que el cuerpo se mueve inicialmente desde A, 
recorriéndola con movimiento uniforme en el interva- 
lo de tiempo que precede a la primera impresión de la 
fuerza (fig. 49). Al llegar a B el cuerpo recibe el primer 
golpe de fuerza que lo desvía hacia S, de tal modo que 
durante el segundo intervalo de tiempo recorre la recta 
BC. Si no hubiera recibido este impulso, el cuerpo ha- 
bría continuado su movimiento uniforme sobre la recta 
AB, recorriendo durante el segundo intervalo el segmen- 
to Bc= AB. Por tanto, conforme al lema 1, la recta BC 
que el cuerpo recorre efectivamente durante el segundo 
intervalo, después de ser desviado por el primer impulso 
de la fuerza, tiene que ser la diagonal del paralelogramo 
pBcC (cuyo lado Bp, igual y paralelo a cC, representa 
el movimiento hacia el centro que causaría la fuerza 
impresa al final del primer intervalo, si actuara sola). 
Es claro que los triángulos SAB y SBc tienen la mis- 
ma área, puesto que tienen bases iguales, AB = bc, y la 
misma altura (la perpendicular —no representada en la 
figura— desde S a la recta ABc). Por otra parte, los trián- 
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gulos SBc y SBC tienen la misma área, ya que tienen la 
misma base SB y alturas iguales (por cuanto sus vértices 
C y c se hallan sobre la recta Cc, paralela a pB y por tanto 
a la base SB). Por consiguiente, ASAB = ASBC Ahora 
bien, el rayo que une el cuerpo con el centro S barre el 
ASAB durante el primer intervalo y el ASBC durante 
el segundo intervalo, describiendo así áreas iguales en 
tiempos iguales. Esta conclusión se extiende, por el mis- 
mo razonamiento, a los intervalos siguientes, al cabo de 
los cuales, el cuerpo llega sucesivamente a los puntos D, 
E, F, G,... Como no se ha dicho nada sobre la duración 
de los intervalos, podemos suponerla tan pequeña como 
queramos. Al aumentar indefinidamente el número de 
los triángulos, disminuyen indefinidamente sus respec- 
tivas áreas, pero siguen siendo iguales entre sí. En el 
caso límite de intervalos evanescentes, la fuerza cen- 
trípeta actúa ininterrumpidamente y la línea poligonal 
ABCDEFG coincide con una curva.” 


6.1.3. La tercera ley de Kepler rige a todos los cuerpos en 
órbita circular. El teorema siguiente prepara el terreno 
para deducir la tercera ley de Kepler. Su quinto corolario 
establece la validez de esta ley en el caso especial de los 
cuerpos que se mueven con velocidad angular uniforme 
en una órbita circular.** 


Teorema 2. En el caso de los cuerpos que giran unifor- 
memente en las circunferencias de círculos, las fuerzas 
centrípetas son entre sí como los cuadrados de los arcos 
que los cuerpos recorren en un tiempo dado, dividido 
por el radio de las órbitas respectivas. 


La fig. 50 presenta dos órbitas circulares con sus 
centros en $ y s, respectivamente. Sean B y b las posi- 


C Fig. 50 


ciones iniciales de dos cuerpos que trazan esas órbitas, 
recorriendo los arcos BD y bd en el mismo lapso de tiem- 
po. Librados a sí mismos, recorrerían en ese tiempo las 
tangentes BC y bc, respectivamente iguales a esos arcos. 
Pero las fuerzas centrípetas a que están constantemente 
sujetos los desvían de las tangentes. Estas fuerzas —lla- 
memóslas F y f— son entre sí como las distancias que 
vencen, esto es, como CD es a cd. Newton invita a pro- 
longar las rectas CD y cd hasta F y f. La tangente BC es 
la media proporcional entre CD y CF (Euclides 111.36); 
en otras palabras, CD: BC = BC: CF, de manera que CD 
= BC?/CF. Como lo mismo vale, mutatis mutandis, para 
bc, cd y cf, tenemos que 
bc? bd? 
I 
a (6.3) 
F CD BC BD 
CFE. CF 


El argumento anterior en rigor vale solo para intervalos 
de tiempo muy breves, en que los arcos BD y bd reco- 
rridos por los cuerpos tienen una longitud evanescente. 
Ahora bien, en el límite bd > 0, BD= 0, las magnitu- 
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des Ycf y CF coinciden con los radios de las órbitas 
respectivas. Por tanto, en ese límite, las fuerzas f y F son 
entre sí como los cuadrados de los arcos que los cuerpos 
recorren en un tiempo dado, divididos por los radios de 
las respectivas órbitas. 

De la ecuación (6.3) se infieren casi inmediatamen- 
te ciertas relaciones cuantitativas entre (i) las fuerzas 
centrípetas f y F, (ii) las velocidades uniformes v y V 
con que giran los dos cuerpos en torno a los respectivos 
centros s y S, (iii) los períodos t y T en que completan 
su revolución y (iv) los radios r y R de las órbitas circu- 
lares. Es claro que v: V = bc : BC (las velocidades son 
proporcionales a los arcos recorridos en un mismo lap- 
so de tiempo). Por tanto, f/F = (v?/r)/(V?/R) (Corolario 
1). Como el movimiento es uniforme, la velocidad de 
cada cuerpo es igual a la longitud de su órbita dividida 
por el período: V= 21TR/T y v = 2rtr/t. Por tanto, f/F = 
(410?r?/t?r) /(4M?R?/T?R) = rT?/Rt? (Corolario 2). Por tanto, 
si los cuadrados de los períodos son como los radios, 
las fuerzas centrípetas son iguales, y a la inversa: t?/T? = 
r/RSf=F (Corolario 3). Además, si los cuadrados de 
los períodos son como los cuadrados de los radios, las 
fuerzas centrípetas son inversamente proporcionales a 
los radios: ?/T? =r?/R%S FR =fr O F:f=r:R (Corolario 
4). Por último, multiplicando por r/R el lado derecho 
de las últimas tres ecuaciones, concluimos que 1?/T? = 
r?/RiS F:f =r?:R? (Corolario 5). Como las órbitas son 
circulares, r y R son las distancias (constantes) que sepa- 
ran a los cuerpos de los centros respectivos. El corolario 
5 implica pues que, en el caso considerado, los cuadrados 
de los períodos son como los cubos de los distancias si y solo si 
las fuerzas centrípetas son inversamente proporcionales a los 
cuadrados de los distancias (cf. la tercera ley de Kepler).** 


Newton comenta: “Los astrónomos han establecido que 
esto se cumple en el caso de los planetas mayores que 
giran alrededor del Sol y en el de los menores que giran 
alrededor de Júpiter” (Hall y Hall 1962, p. 249). 


6.1.4. La fórmula general para evaluar la fuerza centrípeta. 
En el teorema 3, Newton ofrece un método general para 
determinar la magnitud de la fuerza centrípeta, dado el 
centro y la trayectoria. Los Problemas 1 y 2 son aplica- 
ciones fáciles de este método, que no corresponden a 
ninguna situación física conocida. El Problema 3 es el 
problema kepleriano directo: ¿Cuál es la ley de la fuer- 
za centrípeta que sostiene un movimiento perpetuo en 
trayectoria elíptica? 


Fig. 51 Ol isis 


Teorema 3. Supongamos que el cuerpo P gira alrededor 
del centro S recorriendo una curva cualquiera APO (fig. 
51), y que la recta PR es tangente a esa curva en un pun- 
to cualquiera P. Si OR es la paralela a SP trazada por un 
punto cualquiera O de la curva y OT es la perpendicular 
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bajada desde O a SP, entonces la fuerza centrípeta es in- 


versamente proporcional al volumen SPxQr” siem- 
OR 

pre que este volumen se tome igual al último valor que 

alcanza cuando los puntos P y O llegan a coincidir.** 


Doy una paráfrasis de la demostración, intercalando 
explicaciones entre paréntesis. Designo con fla magni- 
tud de la fuerza que se busca determinar. 

Newton nos invita a considerar la figura QRPT, la 
cual, en el límite O > P, se torna “indefinidamente pe- 
queña” (indefinite parva). En esta figura, la pequeña recta 
OR es proporcional a la fuerza centrípeta, si fijamos el 
tiempo, y al cuadrado del tiempo, si fijamos la fuerza. 

(En el primer caso, como vimos en la demostración 


de los Teoremas 1 y 2, a OR representa la desviación 


del cuerpo P hacia el centro S por efecto de la fuerza cen- 
trípeta, esto es, la aceleración del cuerpo, la cual, según 
la Ley 2, es proporcional a la fuerza. En el segundo caso, 


lim OR representa la distancia que el cuerpo recorrería 
Q>P 


en el inicio del movimiento si partiera del reposo, urgi- 
do por la sola fuerza centrípeta;'* según el lema 2, esta 
distancia es proporcional al cuadrado del tiempo.) 

Entonces, si dejamos variar el tiempo y la fuerza, QR 
es proporcional a esta multiplicada por el cuadrado de 
aquel y, por tanto, a fmultiplicada por el cuadrado del 
sector SPO, que es proporcional al tiempo. En el límite 
0>P, 


ORx« FX(ASPOY = Fx(ASPXOTY 
a fx(SPxQT)=fxSP?*x QT? (6.4) 


(Según el teorema 1, el tiempo es proporcional al área 
que durante él barre el radio vector SP, esto es, el área 
comprendida entre las rectas SP y SQ y el arco PQ, En el 
límite O > P este arco se aproxima indefinidamente a la 
cuerda PO y el sector SPO se confunde con el triángulo 
SPQ, El área del ASPO es igual a la mitad de la base SP 
por la altura OT. Por tanto, una cantidad proporcional a 
(ASPOQ)? también es proporcional a (SP x QTy?, aunque 
el factor de proporcionalidad es otro). 

Dividiendo ambos extremos de la relación (6.4) por 
OR, Newton concluye que 


2 2 
l= FX SPxQqo (6.5) 
OR 
2 2 
Por tanto, fes inversamente proporcional a A De 


6.1.5. Dos aplicaciones fáciles. Veamos cómo Newton 
pone a trabajar este resultado. Empieza resolviendo dos 
problemas ficticios, comparativamente fáciles. 


Problema 1. Un cuerpo gira en la circunferencia de un 
círculo. Se pide la ley de la fuerza centrípeta tendiente a 
un punto cualquiera de la circunferencia. 


Sea SOPA la circunferencia, S el centro al que apunta la 
fuerza centrípeta, P el cuerpo que gira, O una posición 
próxima hacia la cual se traslada (fig. 52). Bájese la per- 
pendicular PK al diámetro SA y la perpendicular OT al 
radio vector SP. Sea LR la paralela a SP que pasa por Q 
y corta en La la circunferencia, y en Ra la tangente ZP 
(que toca a la circunferencia en P). 
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Fig. 52 


y 


1A 


O K 


Para resolver el problema Newton recurre a teore- 
mas geométricos elementales y al paso al límite Q > P. 
Los triángulos ZOR, ZTP y SPA son semejantes.'* Por 
tanto, sus lados homólogos son proporcionales: 


SA_ZP_ZR 


se (6.6) 
SP ZT ZO 


La sustracción de términos correspondientes preserva 
la proporción: 
SA: L.P=ZR . RP 


= = (6.7) 
SP ArSZO: Or 


Por otra parte, la tangente RP es la media proporcional 
entre OR y RL (Euclides 111.36), de modo que RP? = 
OR x RL. Combinado con (6.7), esto implica que: 
SA? _ QRXRL 
sp? QT? 


(6.8) 


Multiplicando ambos lados de (6.8) por SP*x QT? y di- 
vidiendo a ambos por SA? x OR obtenemos 


SP?xQT? RLxsSP* 


o E (6.9) 


En el límite O > P, la fuerza centrípeta es inversamente 
proporcional a la cantidad consignada en el lado izquier- 
do de (6.9). En ese límite, RL= SP y la expresión del 
lado derecho converge a SP*/SA?. Como el diámetro de 
la órbita SA es constante, la fuerza centrípeta es inversa- 
mente proporcional a la quinta potencia de la distancia SP 
entre el cuerpo y el centro. Esta fuerza aumenta a medida 
que el cuerpo se acerca al centro, que está situado sobre 
su órbita. En el límite P => S, la fuerza excede cualquier 
cantidad asignable. Esta es, que yo sepa, la primera vez 
en la historia que se describe una singularidad en un 
campo de fuerzas, precursora de los “hoyos negros” y 
el “Big Bang”. Vale la pena observar la soltura con que 
Newton se deshace de ella: “Debemos entender que en 
este caso y otros similares, el cuerpo no prosigue en la 
órbita después de llegar al centro S, sino que se aleja 
por la tangente” (Hall y Hall, p. 251). En otras palabras, 
cuando la fuerza centrípeta, de acuerdo con su ley, se 
tornaría infinita y por ende irreal, simplemente deja de 
actuar sobre el cuerpo, que continúa moviéndose en lí- 
nea recta en la última dirección alcanzada. 


El segundo problema concierne al caso irreal de una 
fuerza que apunta al centro de una órbita elíptica. 


Problema 2. Un cuerpo gira en la elipse de los antiguos. 
Se pide la ley de la fuerza centrípeta tendiente al centro 
de la elipse. 


Sean P el cuerpo que gira, O una posición próxima, ha- 
cia la cual se traslada, C el centro al que apunta la fuerza 
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centrípeta, CA y CB los semiejes de la elipse, GP y DK 
un par de diámetros conjugados, PF y OT perpendicu- 
lares a estos diámetros, OV una ordenada al diámetro 
GP y QVPR un paralelógramo (fig. 53). 


G 


Fig. 53 B 


(Las expresiones “diámetros conjugados' y “ordenada' se 
explican en la $6.5.1 (p. 289). Según lo dicho allí, la or- 
denada QV es paralela a la tangente PR por definición. 
Para que OVPR sea un paralelógramo, como se pide, 
basta construir OR paralela a GP.) 


La solución depende de dos teoremas demostrados 
por Apolonio. Uno de ellos (Cónicas VI1.31), que enun- 
cié en la $6.1.1 y demostraré en la $6.5.2, implica que 
CA x CB = CDx PF.” El otro (Cónicas VI1.21) implica 
que 


PVxVG _ PC? 
Qv?  CD' 


(6.10) 


Como QT LPTy PF_1FC, ZQTV = ZPFC = 90. 
Como QV es paralela a DK, 4QVC= ZPCK y, por ende, 
AQVT “= APCF. Por consiguiente, OV: QT = PC: PF y 
2 2 
e mas (6.11) 
OF”. PE" 


Multiplicando cada lado de (6.10) por el lado correspon- 
diente de (6.11) se obtiene la igualdad 


PVxVG_PC* _PC' 


a (6.12a) 
que también puede escribirse así: 
2 

lo (6.12b) 


A 2 PF? 
PV CD*x se 
Recordemos que, por ser lados opuestos de un mismo 
paralelógramo, PV= QR, y que, por el lema 4, CDx PF= 
BC x CA (cf. la nota 19). En el límite Q > P, VG > 2PC. 
Sustituyendo cantidades iguales por cantidades iguales 
en (6.12b) y pasando al límite O => P, obtenemos la 
igualdad 


2 
2PC a PC (6.13) 


A 2. CA? 
BC*x 
OR pc? 


Multiplicando medios y extremos, (6.13) da lugar a 
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QT?XPC” -2BC*XCA” 
OR pe 


(6.14) 


Según el teorema 3, la fuerza centrípeta es inversamen- 
te proporcional a la expresión en el lado izquierdo de 
(6.14). Como el numerador del lado derecho de (6.14) 
es una cantidad fija dada, queda demostrado que la fuer- 
za centrípeta es directamente proporcional al denominador 
PC, esto es, a la distancia entre el cuerpo P y el centro C 
adonde apunta la fuerza. 


6.1.6. El problema kepleriano directo. 


Problema 3. Un cuerpo gira en una elipse. Se pide la ley 
de la fuerza centrípeta tendiente a un foco de la elipse. 


Usamos el mismo diagrama que en el problema an- 
terior, enriquecido con nuevos detalles (fig. 54). Sean, 


pues, P el cuerpo que gira, O una posición próxima, ha- 
cia la cual se traslada trazando una elipse, RZ tangente a 
la elipse en P, S el foco al que apunta la fuerza centrípe- 
ta, Hel otro foco de la elipse, C su centro, GP un diáme- 
tro que une el planeta con C, DK el diámetro conjugado, 
PF y OT perpendiculares a estos diámetros, OR paralela 
a PS, y QV ordenada al diámetro GP. El radio vector SP 
que une el planeta con el centro de la fuerza intersecta 
el diámetro DK en E y la ordenada QV en X. 

Para comenzar, Newton muestra que el semieje ma- 
yor AC = EP. Para ello, nos invita a trazar HI paralela a 
DK. Como SC = CH (el centro de la elipse equidista de 
ambos focos) y ASEC “= ASIH, es claro que SE = El. 
Por tanto 


2EP =2(El + IP) = SE+ El+2I1P=SP+ IP (6.15) 


Por otra parte, la tangente RZ forma ángulos iguales 
con las rectas SP y HP que unen los focos con el punto 
de tangencia P: ZSPR= ZHPZ (fig. 55). Como IH es 
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paralela a RZ, tenemos que HIP = ZSPR = ZHPZ 
= ZIHP. Por tanto, el AIHP es isósceles e IP = HP. 
(6.15) implica, pues, que 2EP = SP + HP. Pero SP + 
HP es igual a la suma de las distancias entre un punto 
cualquiera de la elipse y sus dos focos. Esta suma es 
constante,? de modo que 


SP + HP=SA + HA=2AC (6.16) 


Por consiguiente, AC = EP. 

Newton se refiere enseguida al latus rectum €, un 
parámetro característico de la elipse, igual a la cuerda 
perpendicular al eje mayor trazada por uno de los focos. 
(En las figs. 54 y 55, € =2SL). Este parámetro es demos- 
trablemente igual al cuadrado del eje menor, dividido 
por el eje mayor, o sea, dos veces el cuadrado del semieje 
menor, dividido por el semieje mayor. 


(6.17) 


24€. AC 
Newton enuncia la siguiente serie de proporciones: 


(xQR OR EP_AC 


6.18 
éxPV PV PC PC ) 
txPV _ € (6.19) 
GVxPV GV 
GVxPV PC? 
2 
2% =P (digamos) (6.21) 


Ox? EP? AC? _CD' 
QT? PF? PF? CB 


(6.22) 


En aras de la brevedad, distinguiré, respectivamente, la 
primera, segunda y tercera igualdad en las ecuaciones 
(6.18) y (6.22) con las letras a, b y c. La ecuación (6.21) 
simplemente define la expresión m:n, que luego utili- 
zaremos. Las igualdades (6.18a) y (6.19) son triviales: 
uno de los lados se obtiene dividiendo el numerador y 
el denominador del otro por una misma cantidad. Las 
igualdades (6.18c) y (6.22b) se deducen de la igualdad 
AC = EP, establecida en el primer paso de la demostra- 
ción. La ecuación (6.20) repite la ecuación (6.10), que 
ya encontramos en la solución del Problema 2. Solo 
hace falta, entonces, justificar las igualdades (6.18b), 
(6.22a) y (6.22c). 

Como QV es paralela a DK, AXPV= AEPC. Por tan- 
to, XP: PV= EP: PC. Como ORPXes un paralelógramo, 
XP = OR (fig. 56). Por tanto, 


Fig. 56 


D 
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e EE (6.18b) 
PV PC 


LQIX= LPFE=90". Como QX es paralela a DK, 
Z¿OQXT= ZPEK. Por tanto, AQTX — APFE y QX: QT = 
EP: PF (fig. 57) y, en consecuencia, 

Ox? EP? 
or? pF? 

Como ya se vio en la solución del Problema 2, 
AC x CB = CDx PF (por el lema 4; véase la nota 19). 
Por tanto, AC: PF= CD: CB (fig. 58) y 

2 2 
e (6.220) 
PRO ER? 


(6.22a) 


Combinando las proporciones desplegadas en (6.18)- 
(6.22) Newton obtuvo la siguiente serie de relaciones: 
ftxQR_AC_ € PC? m CD' 
A XA 
QS “BE AGN CDA Ue CB: 


_ ACxXf yaes m 
PCxXGV CB? n 
2CB PC? m 
= Xx Xx 
PCXGV CB? n 
eN la (6.23) 
GV n 


Las líneas segunda, tercera y cuarta son consecuencias 
triviales de la primera.” El lado derecho de esta es visi- 
blemente el producto de los extremos derechos de las 
ecuaciones (6.18)-(6.22). Es fácil comprobar que el lado 
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izquierdo de la primera línea es el producto de los extre- 
mos izquierdos de esas mismas ecuaciones: 


(xQR_£xQR_ (xPV Le VxPV _QV” _0x 
QT? E€xPV GVxPV' QVY” 0X* Or 
(6.24) 


En el límite O > P, tenemos que GV>2PC y m= n. 
Por tanto, (6.23) implica que 


A (6.25) 
Q>P gr 
2 2 
Multiplicando ambos lados de (6.25) por SO (cf. 
la ecuación (6.5)), resulta que 
2 2 
lim £xsp? = XQ (6.26) 
Q>P OR 


Por tanto, según el teorema 3, la fuerza centrípeta tendien- 
te al foco S de la elipse en que gira el cuerpo P es inversa- 
mente proporcional a SP”, el cuadrado de la distancia entre 
el cuerpo y el centro al que apunta la fuerza. 


6.1.7. La tercera ley de Kepler es una consecuencia de la pri- 
mera. Acabamos de probar que un cuerpo que se mueve 
de acuerdo con la primera ley de Kepler está acelerado 
en cada momento por una fuerza centrípeta inversa- 
mente proporcional a la distancia que en ese momento 
lo separa del foco al que apunta la fuerza. Newton prue- 
ba a continuación que los cuerpos cuyo movimiento de- 
pende de una fuerza de esta clase cumplen la tercera ley 
de Kepler. La prueba se basa en que el movimiento en 
trayectoria elíptica conforme a la segunda ley de Kepler 


concuerda en el límite con el movimiento circular uni- 
forme al cual la tercera ley se aplica en virtud del coro- 
lario 5 del teorema 2. El argumento es más complejo y 
menos perspicuo que los anteriores, pues requiere un 
doble paso al límite y una integración al final; pero eso 
mismo lo hace especialmente interesante para nosotros. 
En los Principia, Newton sigue una ruta muy diferente 
para llegar al mismo resultado (Prop. XV del libro 1; 
1687, p. 56; trad. Rada, p. 203). 


Teorema 4. Si la fuerza centrípeta es inversamente pro- 
porcional al cuadrado de la distancia desde el centro, 
los cuadrados de los períodos de tiempo en que se reco- 
rren las elipses son entre sí como los cubos de sus ejes 
mayores. 


Sea AB el eje mayor de una elipse 8, PD el otro eje, 
S uno de los focos (fig. 59). Designamos el latus rectum 
con £. Dibújese el círculo XK con centro S y radio SP. 
Consideraremos dos cuerpos en órbita que describen al 
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mismo tiempo el arco PO de € y el arco PM de XK, en 
virtud de la fuerza centrípeta tendiente al foco S. Sean 
PR y PN tangentes en Pa € y K, respectivamente. OR y 
MN son paralelas a SP trazadas por OQ y M y que cortan 
las tangentes en R y N, respectivamente. 

Newton propone reducir indefinidamente el tama- 
ño de las figuras POR y PMN.? En otras palabras, nos 
invita a considerar la situación de ambos cuerpos en los 
respectivos límites Q > P y M= P. Por (6.25), 


lim £xQOR =0T? (6.27) 
Por tanto,?* cid 
lim 2SPx MN = MV? (6.28) 
M=>P 


En P la fuerza centrípeta sobre ambos cuerpos es la 
misma (proporcional a SP”) y, por ello, en los límites 
indicados, las desviaciones MN y OR son iguales (Ley 
2). Dividiendo cada lado de (6.27) por el lado correspon- 
diente de (6.28), tenemos entonces que 


Or 
25P mV is 


Conforme a (6.17), el eje menor es la media proporcional 
entre el latus rectum y el eje mayor: € x AB = PD?. Pero 
AB = 25P. Por tanto, PD'(€ x 25P)* = 1. Multiplicando 
el lado izquierdo de (6.29) por este factor y extrayendo 
raíz cuadrada a ambos lados, obtenemos” 


PD _Qr 


EE (6.30) 
25P_ MV 


Por tanto, el area SPQO es al área SPM como el área 


total Y de la elipse 8 es al área total Ay del círculo 
3. En efecto, en el límite O > P, el área curvilínea 
SPQ => ASPR y en el límite M—= P, el área curvilínea 
SPM= ASPM. Como los dos triángulos mencionados 
tienen la misma base SP, sus áreas son entre sí como 
las respectivas alturas: ASPR: ASPM = QT: MV. Como 
Ag = TX AABX APD y Ay = TX SP? es claro que 


YA,  TXABXPD 
A,,  4mxSP* 


_2SPxPD_ PD _ QT 
4sp? 25SP MV 


(6.31) 


Newton prosigue: “Pero las partes de las áreas [Y y 
21] generadas en cada momento particular son entre sí 
como las áreas SPR y SPM y, por ende, como las áreas 
totales; así, al ser multiplicadas por el número de mo- 
mentos resultan ser iguales a las áreas totales” (Hall y 
Hall, p. 254). Este paso decisivo del argumento es tam- 
bién el más oscuro. Pienso que hay que entenderlo como 
sigue. El área total de cada figura es la suma de todas 
las áreas sucesivamente generadas? por el movimiento 
del cuerpo respectivo durante un período completo de 
revolución. Sean AY y AY: los sectores de € y K gene- 
rados, respectivamente, durante el intervalo de tiempo 
(t, t+ At). Por el teorema 1, las áreas generadas en tiem- 
pos iguales son iguales entre sí. Por tanto, cualquiera 
que sea el instante t, en el límite At= 0 


A (6.32) 
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Sea T el período de revolución del cuerpo que recorre 
la elipse. En la cómoda notación inventada por G. W. 
Leibniz (1646-1715), escribimos 
lim AY, S dY., 
AO At di 
AM. da, (6.33) 


im = 
AO At di 


En esta notación, los sectores generados por el movi- 
miento de cada cuerpo durante ds e tiempo T' se re- 


dol 
presentan con las integrales joe ca y | as. 


Combinando (6.32) y (6.31), tenemos que 


A (6.34) 


Como T designa el período de revolución en la ór- 


bita elíptica, Ie e di =2A,, . Por tanto, (6.34) implica 
; 
que IE a —— di =2A,, . Esto supone que T es también el 


período de revolución en la órbita circular. Así pues, 
“las revoluciones se completan en el mismo tiempo en 
una elipse y en un círculo cuyo diámetro es igual al eje 
mayor de la elipse” (Hall y Hall, p. 254). Según el coro- 
lario 5 del teorema 2, los cuadrados de los períodos de 
revolución en órbitas circulares son entre sí como los 
cubos de los diámetros de las órbitas. Lo mismo vale, 
por tanto, para las órbitas elípticas. 


6.1.8. El problema kepleriano inverso. Tras la demostración 
del teorema 4, Newton inserta un escolio largo e impotr- 
tante, que reproduzco en versión castellana en la $6.5.3. 
Sigue el Problema 4, que propone determinar la figura 
de la trayectoria de un cuerpo sobre el cual actúa una 
fuerza dada, inversamente proporcional al cuadrado de 
la distancia al centro. No está claro que la solución ofre- 
cida sea completa. Newton empieza suponiendo que el 
cuerpo se mueve en una órbita elíptica bajo la acción de 
una cierta fuerza de dicho tipo. Con estos supuestos de- 
termina el latus rectum y el eje mayor de la elipse. Luego 
Newton establece que un cuerpo que recorrería esa elip- 
se si tuviera cierta velocidad inicial, recorrerá una pará- 
bola si parte con una velocidad V que Newton especifica, 
y recorrerá una hipérbola si la velocidad inicial es ma- 
yor que V. Ahora sabemos que estas tres son las únicas 
formas de trayectoria posibles: un cuerpo sobre el cual 
actúa una fuerza como la descrita traza una cónica. Sin 
embargo, para llegar a esta solución completa habría 
que probar explícitamente que la trayectoria tiene que 
ser elíptica cuando la velocidad inicial es menor que V, 
en vez de darlo por supuesto. 

Esta situación se repite en la primera edición de 
Principia (1687). Las Proposiciones 11, 12 y 13 del libro 
I son problemas, donde se pide la ley de la fuerza cen- 
trípeta tendiente a uno de los focos de una órbita elíptica 
o hiperbólica o al foco único de una órbita parabólica, 
respectivamente. En los tres casos se determina que di- 
cha fuerza es inversamente proporcional al cuadrado 
de la distancia entre el cuerpo en órbita y el foco al que 
tiende la fuerza. A continuación hallamos la observación 
siguiente: 
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Corolario 1. Es una consecuencia de las tres últimas 
proposiciones que, si un cuerpo cualquiera sale del 
punto P con cualquier velocidad a lo largo de cualquier 
recta PV a la vez que actúa sobre él una fuerza centrí- 
peta inversamente proporcional al cuadrado de la dis- 
tancia desde el centro, el cuerpo se moverá siguiendo 
alguna de las secciones cónicas que tienen un foco en 
el centro de las fuerzas; y viceversa. 
(Newton 1687, p. 54; trad. Rada, p. 201) 


Este corolario fue criticado por Johann Bernoulli por- 
que presupone sin demostración que las tres seccio- 
nes cónicas agotan las trayectorias posibles. En cartas a 
Leibniz y en una comunicación de 1710 a la Academia 
de Ciencias de París, Bernoulli propuso una solución 
del problema inverso que obvía esta crítica. Newton, por 
su parte, envió en 1709 una nueva versión del corola- 
rio a Roger Cotes, encargado de la segunda edición de 
Principia (1713); pero esta solo vino a publicarse en la 
tercera edición, como complemento del texto anterior, 
sin reemplazarlo. El pasaje, agregado después de las pa- 
labras “y viceversa” (4% contra), dice así: 


Pues si el foco, el punto de contacto y la posición de la 
tangente están dados, es posible trazar la sección có- 
nica que tenga en ese punto una curvatura dada. Pero 
la curvatura está dada si lo están la fuerza centrípeta 
y la velocidad del cuerpo, y dos órbitas que se tocan 
mutuamente no pueden ser descritas con la misma 
fuerza centrípeta y la misma velocidad. 
(Newton 1726, p. 59; trad. Rada, p. 201)? 


6.2 Paso al límite 


En los argumentos reproducidos en la $ 6.1 Newton 
regularmente nos invita a considerar cómo varía la di- 
ferencia o la razón entre ciertas magnitudes cuando un 
punto señalado se desplaza progresivamente hacia otro 
y a determinar el límite que dicha diferencia o razón 
alcanza cuando esos puntos finalmente coinciden. Esta 
operación de paso al límite es característica del cálculo 
diferencial e integral inventado a fines del siglo XVII, 
independientemente, por Leibniz y el mismo Newton, 
pero su empleo en De motu y en Principia no constituye 
propiamente una aplicación del cálculo. Por lo demás, el 
paso al límite había sido practicado ya por Arquímedes 
con su método de “sustracción” (dpaipeo1c) o “agota- 
miento” (exhaustio), cuya invención atribuye a Eudoxo. 
Para que el lector se forme una idea justa de los ar- 
gumentos de la f 6.1, expondré sumariamente aquí la 
concepción del paso al límite —inspirada en la obra de 
Cauchy (1821) — que se encuentra en los textos moder- 
nos de cálculo diferencial e integral; luego presentaré un 
ejemplo sencillo del método de sustracción, y finalmente 
me referiré a lo que Newton nos dice en la sección 1 del 
libro 1 de Principia acerca del “método de las razones 
primeras y últimas mediante el cual se demuestra lo 
que sigue”. 


6.2.1 Concepción moderna del paso al límite. Sea Y una 
colección de objetos cualesquiera. Sea n un entero posi- 
tivo (ne Z,). Una lista de n elementos de Y —llamada 
también un n-tuplo en V— asigna a cada entero positivo 
k < n un objeto a, perteneciente a Y. Decimos que a; es 
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el k-ésimo término de la lista y que k es el índice corres- 
pondiente (1 <k<mn). 

Una secuencia en Y es, por así decir, una lista infinita, 
esto es, una correspondencia k > a,, que asigna a cada 
entero positivo k un determinado objeto a, perteneciente 
a %. En lo sucesivo consideramos secuencias en R, el 
conjunto de los números reales (que, hasta cierto pun- 
to, se deja asimilar, mutatis mutandis, al conjunto de las 
razones o proporciones eudoxianas—<f. f 1.1). Usaré la 
notación a;, a,..., O la notación (0,) , Oo simplemente 
la notación (a), para referirme a la secuencia k > aj 
(donde ke Z, y a, e R). 


Digo que la secuencia (a,), , converge al límite A si 


A € R y para cada número real e > 0, por pequeño que 
sea, existe un entero positivo N tal que, en todos los ca- 
sos en que el índice k iguala o supera a N, la diferencia 
absoluta entre A y a, es menor que e. Simbólicamente: 


(Ve e REN e Z,J(k>N =|A=a,|<e) 


La idea de convergencia a un límite se aplica tam- 
bién a las funciones reales. Llamo función real a una 
correspondencia que asigna un elemento de IR a cada 
elemento de un conjunto no vacío W, CR, que llama- 
mos el dominio de f. Sea f una función real. Entonces 
f asigna a cada elemento x € W¿ un número real f(x), 
llamado el valor de f correspondiente al argumento x. La 
expresión simbólica f: W¿—> R; x> f(x) se lee así: f 
aplica el dominio Wal codominio R, enviando el argu- 
mento x al valor f(x). A modo de ejemplos sencillos cito 
(i) la función x > x*, que a cada número real le asigna 
su cuadrado, y (1i) la función x >log,,x, que a cada nú- 


mero real x le asigna su logaritmo en base 10 (esto es, 
el número z tal que x = 107). El concepto de función real 
tal como lo hemos definido cubre por cierto el caso de 
cualquier correspondencia bien definida entre números 
reales, aunque sea enteramente arbitraria y no haya nin- 
guna regla para calcular su valor para cada argumento. 

Diré que la función f converge al límite A cuando el ar- 
gumento x tiende a xy si se cumple la condición siguiente: 
para cada número real e > 0, por pequeño que sea, existe 
un número real $ > 0 tal que, si la diferencia absoluta en- 
tre xy y xes menor que 6, entonces la diferencia absoluta 
entre A y f(x) es menor que e. Simbólicamente: 


lim Fx) =A Does 
(Vee RES € R,)( 


x= <5>|A- f(x)|<e) 


Si f converge al límite A cuando x tiende a x, y ocurre 
además que x, está comprendido en el dominio de f y 
f(*o) = A, decimos que f es continua en x,. f es una fun- 
ción continua si es continua en todo su dominio. 

Consideremos ahora una función continua cualquie- 
ra f:D, >R; x> f(x). Definiré ahora la derivada de 
f con respecto al argumento x, para cada número real y 
contenido en un intervalo incluido en el dominio % p 
mediante la ecuación siguiente (donde la expresión al 
lado izquierdo abrevia la frase “la derivada de f con res- 
pecto a x, en el punto x= u”): 


dx E h>0 h 
Obsérvese que el cociente que aparece en el lado dere- 
cho de la ecuación (6.35) no está definido cuando el de- 
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nominador h = 0; pero la expresión que forma ese lado 
derecho no representa ese cociente, sino el límite a que 
el cociente converge cuando h—= 0. Dicho límite pue- 
de existir aunque el cociente no exista. Naturalmente, 
también puede ocurrir que, no obstante la postulada 
continuidad de f, dicho límite no exista para x = u. 
(Weierstrass causó sensación con el descubrimiento de 
una función continua que no tiene una derivada en nin- 
gún punto de su dominio). Si el límite representado en el 
lado derecho de la ecuación (6.35) existe, decimos que 
f es diferenciable en u. Si f es diferenciable para todo 
u € 9, decimos, sencillamente, que f es diferenciable. 
Supongamos ahora que la función f:9/— RR; 
x > f(x) es continua en todos los puntos del intervalo 
cerrado [a,b] C W;.” La integral definida de f en el in- 
tervalo [a,b], representada simbólicamente mediante la 


expresión JE f(x)dx, se define así: 


(i) Subdividimos [a,b] en n subintervalos [a,,a,], 
[a,,0,),..., [4,,.,4,], donde ay = a y a, =b. 
(ii) Designamos con x, un número real tal que (a;., 


< x; < 4) para cada índice k (1<k<mn). 

(iii) Designamos con 0; la magnitud |a; , — aq] del k- 
ésimo intervalo . 

(iv) Para cada k formamos el producto f(x;)0;. 

(v) Sea o f(x,)6, la suma de todos los productos 
así formados. 

(vi) Repetimos las operaciones (i)-(v) tomando suce- 
sivamente n+1 subintervalos, n+2 subintervalos, 
etc. De este modo obtenemos una secuen- 


cia de sumas o Flo SN F(x,)0,.. 
a EOS 


(vii) La integral lp f(x)dx se define entonces como 


el límite al cual converge esta secuencia cuando 
n + m crece indefinidamente. 


Es posible demostrar que en las condiciones estipula- 
das este límite existe y es independiente de la división 
de [a,b] en subintervalos y de la elección del número x; 
dentro de cada subintervalo.” 


6.2.2 El método de sustracción (Gpoaripeo1c). El método de 
oparípecis fue utilizado por Arquímedes para determi- 
nar el área de figuras planas curvilíneas y el volumen de 
cuerpos limitados por superficies curvas.* Como dije, 
Arquímedes atribuye su invención a Eudoxo. Confirma 
esta atribución el empleo del método en los Elementos 
de Euclides. Este lo basa directamente en la propiedad 
característica de las magnitudes homogéneas que se ex- 
presa en la definición eudoxiana de razón o proporción 
(definición V.4 Euclides; citada en la $1.1.3) y también 
en el llamado Postulado de Arquímedes (“Supuesto 5” 
en la p. 27), según el cual, por pequeña que sea la dife- 
rencia A(a,b) entre dos magnitudes homogéneas a y b, 
siempre hay un número n tal que nA(a,b) es mayor que 
a y que b. Esta propiedad es decisiva en la demostración 
de la Prop. X.1 de Euclides: 


Dadas dos magnitudes desiguales, si se sustrae (4porpeBr) 
de la mayor una magnitud mayor que la mitad, y del rema- 
nente una magnitud mayor que su mitad, y esto prosigue sin 
cesar, restará una magnitud que será menor que la menor 
de las magnitudes dadas.” 


Sean a y b dos magnitudes homogéneas” y sea a > b. 
Entonces existe, por la Def. V.4, un número n > 2, tal que 
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nb< a < (n+1)b =c. Divídase c en n+ 1 partes iguales, 
b, b,,, b,_1,..., b, (fig. 60, donde a y b se han elegido de tal 
modo que n= 5).. De a sustraemos la magnitud p, > %a; 
de (a — p,) sustraemos p, > (a — py); de (a — p¡- p,) sus- 
traemos pz 2 Y(a-— p,¡- p,) y así sucesivamente, hasta 
completar n sustracciones.* Como p, > %a, b< ec y 
a <c, es claro que a- p,<c—b,.Sin=2,c-—b;,= b y la 
proposición —para este caso— está demostrada. Sin > 
2, es claro b< %4(c-— b,); como p, 2 %(a-p,) y a-p;, < 
c— b,, tenemos que a-— p¡- p, < c— b,- b,. Repitiendo 
el mismo argumento un número finito de veces se es- 
tablece por último que el remanente 


ay, P, <c-Y, bh, =D 


A la luz de esta demostración es fácil entender por 
qué los antiguos llamaron “sustracción” (4paipeo1c) y 
los modernos “agotamiento (exhaustio) al procedimiento 
que ella ilustra. Euclides lo aplica nuevamente en la 
prueba de la Prop. XIT.2, según la cual 


Las áreas de los círculos son entre sí como los cuadrados de 
los diámetros respectivos.** 


Euclides acaba de establecer en la Prop. XII.1 que las 
áreas de polígonos semejantes inscritos en dos círculos 
de distinto diámetro son entre sí como los cuadrados de 
estos diámetros. La Prop. XII.2 extiende esta relación 
a las áreas de los mismos círculos. A la luz de lo di- 


cho en la $ 6.2.1, el área de un círculo puede concebirse 
como el límite a que tienden las áreas de una secuencia 
de n-gonos inscritos en él (n= 3, 4,...), cuando n crece 
indefinidamente. Para deducir la Prop. XI1.2 de la X11.1 
le basta entonces considerar dos secuencias de polígo- 
nos (5). y AM inscritos respectivamente en dos 
círculos K; y K,, y construidas de modo que, para cada 
valor del índice k, G; y H;, sean polígonos semejantes 
con k +2 lados. La razón k,:k, entre las áreas de los cír- 
culos será entonces igual a lim (G, ol Pero veamos 
k—300 


cómo el geómetra griego enfrentaba esta tarea. 

Sean, pues, K, y K, dos círculos, con diámetro BD y 
FH respectivamente (fig. 61). Según la proposición de- 
mostrada en la $1.3, tiene que cumplirse una de las tres 
alternativas siguientes: o bien 


(1) k,:k,= BD?: FH?, o bien 

(11) k,: S= BD*: FP?, con S un área menor que K), 
o bien 

(111) k, : T= BD?: FH?, con Tun área mayor que K. 


Euclides establece que (ii) es falso por la vía de supo- 
nerlo verdadero y derivar una contradicción. Considérese 
el cuadrado EFGH inscrito en el círculo k,. Este cuadra- 
do es igual a la mitad del cuadrado circunscrito a k,, cuyo 
perímetro está formado por las tangentes que pasan por 
E, F, G y H. Este último cuadrado, a su vez, es mayor 
que k,. Por tanto, LMJEFGH > Y%k,. Bisectemos los arcos 
EF, FG, GH y HF en los puntos K, L, M y N, respectiva- 
mente, y tracemos las cuerdas EK, KF, FL, LG, GM, MH, 
HN y NE. Entonces el AEKF es igual a la mitad del rec- 
tángulo EVUF, el cual es mayor que la parte del círculo 
k, comprendida entre la cuerda EF y el arco EKF. Por 
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tanto, el AEKF es mayor que la mitad de esta parte de 
círculo. Otro tanto puede decirse de los triángulos FLG, 
GMH y HNE, en relación con las partes comprendidas 
entre los arcos y cuerdas que unen, respectivamente, el 
punto F con el punto G, el punto G con el punto H, y 
el punto H con el punto E. Repitamos ahora una y otra 
vez el mismo procedimiento, bisectando los arcos que 
unen los vértices de los triángulos y trazando las cuer- 
das desde cada punto de bisección a los dos vértices 
más próximos. Tiene que llegar el momento en que, al 
ejecutar el procedimiento por n-ésima vez, se formen 
entre el círculo k, y los últimos triángulos construidos 
de este modo una serie de partes del círculo —exacta- 
mente, 2"**— cuyas áreas, sumadas, son menores que 
K,-— 5.* Pues, como es obvio, nuestro procedimiento 
consiste en sustraer repetidamente del círculo k, áreas 
poligonales mayores que el remanente de la sustracción 
inmediatemente anterior, lo cual, según la Prop. X.1, 
conduce infaliblemente a obtener, en un número finito 
de pasos, un remanente menor que cualquier magnitud 
dada, por pequeña que esta sea, como podría serlo, en 
el caso considerado, el exceso de x, sobre S. Sea IP,,,, 
el polígono de 2”*? lados inscrito en k, al cabo de n apli- 
caciones del procedimiento antedicho. Conforme al re- 
sultado obtenido, k, — TP?,,,, < K,— S. Por tanto S < TP?,,,,. 
Si IT',,, es un polígono semejante a II?,,, inscrito en el 
círculo k,, entonces IT', 7 : 11?,,,, = BD?: FP? (por la Prop. 
XII.1). Si, como se ha supuesto, se cumple la alternati- 
va (ii), k,: S= BD?: FH?. Por tanto k, : S=IT',,,:M?,,>. 
Esto implica que Kk; : IP',,,= S :IP?,,,. Pero k, es mayor 
que el polígono IT", ,, inscrito en él. Por tanto, S > I?,,,,. 
¡Contradicción! La suposición de que la alternativa (ii) 
es verdadera es, pues, insostenible. 


Fig. 61 


Obtenida esta conclusión, Euclides utiliza el mismo 
razonamiento que condujo a ella para establecer que 
también es falsa la alternativa (iii), según la cual k, : T= 
BD*: FH?, con T > k),. En efecto, la última ecuación im- 
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plica que T:k,= FH?: BD”. Si esto es así, hay una área 
S < k¡ tal que k,: S= FH?: BD?.* Pero esta no es sino la 
alternativa (ii) con k, y k, intercambiados. 

Por tanto, solo es viable la alternativa (i), a saber, 
K¡:K,= BD?: FP?, O 


6.2.3 El método de las razones primeras y últimas. En la pri- 
mera sección del libro 1 de Principia Newton despliega 
bajo este título once lemas destinados a justificar las ope- 
raciones de paso al límite a que recurre en las secciones 
siguientes del mismo libro (y también, como vimos, en 
De motu). Presento aquí los primeros cuatro lemas con 
sus demostraciones. Luego me refiero, más concisamen- 
te, a los lemas restantes. Por último, reproduzco en ver- 
sión castellana los dos últimos párrafos del escolio que 
cierra la sección, donde Newton explica cómo hay que 
entender lo que él llama “razones primeras y últimas, 
“cantidades nacientes' y cantidades evanescentes. 


Lema 1. Las cantidades y las razones entre cantidades 
que tienden constantemente a la igualdad durante cual- 
quier tiempo finito y antes de terminar ese tiempo se 
acercan la una a la otra a una distancia menor que cual- 
quier diferencia dada, finalmente se hacen iguales. 


Si no fuese así, serían finalmente desiguales. Sea, pues, 
A la última diferencia entre ellas. Entonces, no se acer- 
can la una a la otra a una distancia menor que A. Esto 
contradice la condición prescrita. 


Lema 2. Sea AacE una figura cualquiera comprendida en- 
tre las rectas Aa y AE y la curva acE (fig. 62). Inscríbanse 
en ella cualquier número de paralelógramos Ab, Bc, Cd, 
etc., con bases iguales AB, BC, CD, etc., y lados Bb, Cc, 


Da, etc., paralelos al lado Aa de la figura. Complétense 
los paralelógramos aKbl, bLcm, cMdn, etc. Si entonces la 
anchura de estos paralelógramos decrece y su número 
aumenta hasta el infinito (in infinitum),*” las razones 
últimas entre la figura inscrita AKbLcMaD, la figura cir- 
cunscrita AalbmendoE y la figura curvilínea AabcdE son 
razones de igualdad. 

La diferencia entre la figura inscrita y la circunscri- 
ta es la suma de los paralelógramos Kbla, Lemb, Mdnc, 


Fig. 62 


A B C D E 


DEod. Como sus respectivas bases son iguales, esta 
suma es igual al rectángulo ABla formado por una de 
esas bases, digamos Kb, y la suma Aa de sus respecti- 
vas alturas. Pero este rectángulo, al disminuir hasta el 
infinito su anchura AB, se hace menor que cualquier 
rectángulo dado. Por tanto, la figura inscrita, la figura 
circunscrita y a fortiori la figura curvilínea intermedia en 
último término se hacen iguales (por el lema 1). 
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El lema 3 extiende el mismo resultado al caso en que 
las bases de los paralelógramos considerados son des- 
iguales. Newton lo prueba así: Sea AFigual a la base del 
paralelógramo más ancho de todos (fig. 63). Complétese 
el paralelógramo FAaf. Este será mayor que la diferencia 
entre la figura inscrita y la figura circunscrita. Al decre- 
cer hasta el infinito su anchura AF, se hace menor que 
cualquier rectángulo dado. 

El lema 3 viene acompañado de cuatro corolarios: 

1. La última suma de los paralelógramos evanescen- 
tes coincide en todas partes con la figura curvilínea. 

2. Con mayor razón, la figura rectilínea formada por 
las cuerdas de los arcos evanescentes ab, bc, cd, etc. coin- 
cide en último término con la figura curvilínea. 

3. También la figura rectilínea circunscrita formada 
por las tangentes de esos arcos. 

4. Y por lo mismo estas figuras últimas —en sus 
perímetros acE— no son figuras rectilíneas, sino los lí- 


mites curvilíneos de figuras rectilíneas. 


Lema 4. Si en dos figuras AacE y PprT (fig. 64) se ins- 
criben —como arriba— dos series de paralelógramos 
de tal modo que (i) en todo momento haya el mismo 
número de paralelógramos en cada una y (ii) las razo- 
nes últimas entre cada paralelógramo de una serie y 
el paralelógramo correspondiente de la otra serie sean 
iguales, entonces las figuras AacE y PprT están entre sí 
en esa misma proporción. 


Newton argumenta más o menos así. La misma pro- 
porción que hay entre los paralelógramos que se corres- 
ponden, tomados uno a uno, existe también entre la 
suma de todos los paralelógramos de una serie y la suma 
de todos los de la otra. En virtud del lema 3, la razón últi- 
ma entre la primera figura y la primera suma y la razón 
última entre la segunda figura y la segunda suma son 
razones de igualdad. Por tanto, las figuras están entre 
sí en la misma proporción que las sumas últimas de las 
dos series de paralelógramos. 


a 


Fig. 64 
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Repitiendo este argumento en un lenguaje más ac- 
cesible al lector actual, se verá mejor donde reside su 
dificultad. Sean R,,..., R,, la serie de paralelógramos ins- 
critos en la figura AacE y S,,..., S, la serie de paralelógra- 
mos inscritos en la figura PprT. Los paralelógramos de 
cada serie no tienen necesariamente la misma anchura, 
pero al aumentar el número n de los mismos, sus an- 
churas respectivas disminuyen. Para hacer explícita esta 
dependencia, designo con R;(n) al k-ésimo paralelógra- 
mo de la primera serie y con S;(n) al k-ésimo paraleló- 
gramo de la segunda (k =1,...,n). Entonces la condición 
(ii) puede enunciarse de este modo: 


R,(n) 
S, (n) 


=C (6.36) 


donde C es una proporción fija, la misma para cada valor 
del índice k. Ahora bien, si R;(n) : S; (n) = C para todo k, 
es claro que 


LR 


: (6.37) 
25,1) 
lo cual implica que 
lim Y” R (n) 
22 A (6.38) 
lim... (n) 
Conforme al lema 3, 
lim Y”, ,R, (1) = lim Y”, ,5,(1) =1 (6.39) 


AacE PprT 


Por tanto, 
AacE _ lim >, _R,(n) 
o 0 50 


(6.40) 


que es lo que había que demostrar. 

Pero se lo ha demostrado bajo el supuesto de que 
R¿(n) : S; (n) = C para todo k no solo en el límite n —> oo, 
sino también cuando n es finito; y esto no se deduce 
de la condición (ii). Partiendo de esta habría que argu- 
mentar así: 

ARA R,(n) limR, (n) 


n>0 


Si C=lim = para todo entero positi- 
">= S (n)  limS,(n) 


vo k < n, entonces 


limR 
¿e La o tn) (6.41) 


> limS, (n) 


k=1 100 


Invirtiendo el orden de las operaciones de suma y paso 
al límite en el numerador y el denominador del lado de- 
recho de la ecuación (6.41) se obtiene inmediatamente 
la ecuación (6.38). Pero Newton no ha mostrado que el 
orden de esas operaciones puede invertirse sin alterar el 
resultado, particularmente en este caso en que al pasar 
al límite n => oo no solo varía el número de los sumandos 
sino también el tamaño de cada uno. 

A la luz de lo dicho, el lema 5 es obvio y Newton 
lo presenta sin demostración: “Los lados homólogos de 
figuras semejantes, sean estas rectilíneas o curvilíneas, 
son proporcionales entre sí, y sus áreas son proporcio- 
nales al cuadrado de los lados homólogos”.** 
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Los lemas 6-9 consideran las relaciones últimas en- 
tre el arco de una curva, la cuerda que lo subtiende y la 
tangente que toca uno de sus extremos cuando el otro 
extremo se aproxima indefinidamente a este. Según el 
lema 6, si AB es un arco de una curva lisa** en A y la 
recta AD es tangente a la curva en A, con D situado ha- 
cia el lado de B (fig. 65), entonces, cuando B se acerca 
indefinidamente a A, el 4BAD disminuye in infinitum 
y por último se desvanece. El lema 7 afirma que, bajo 
las condiciones del lema 6, la razón última entre el arco, 
la cuerda y la tangente es una razón de igualdad. “Pues 
mientras el punto B se aproxima al punto A, imagínese 
a AB y AD prolongadas a los puntos lejanos b y d, mien- 
tras se traza bd paralela a la secante BD. Sea el arco Acb 
siempre semejante al arco ACB. Si los puntos A y B se 
aproximan, por el lema anterior el ángulo dAb se desva- 
nece, y las líneas rectas finitas Ab y Ad y el arco interme- 
dio Acb coincidirán y, por tanto, serán iguales. De donde 
se sigue que las rectas AB y AD siempre proporcionales 
a aquellas y el arco intermedio ACB también desaparece- 
rán y tendrán como razón última la igualdad.” (Newton 
1726, p. 31; trad. Rada, pp. 161-162). 

El lema 8 se refiere a los triángulos ADR y ABR y el 
sector formado por AR, RB y el arco AB (fig. 65), y dice 
que en el límite B => A las tres figuras se hacen seme- 
jantes, y la razón entre sus respectivas áreas converge 
a 1. El lema 9 establece la relación geométrica que usa- 
mos para demostrar el lema 2 del De motu ($ 6.1.1), a 
saber, que, en la fig. 48, la razón última entre las áreas 
ABC y ADEC es igual a AB*:AD?. El lema 10, basado 
en el anterior, equivale al lema 2 del De motu. Omito 
el lema 11. 


Al final de la sección 1 del libro 1 de Principia, 
Newton da la iluminadora respuesta siguiente a las ob- 
jeciones que ve venir: 


Se objetará que no hay una proporción última entre 
cantidades evanescentes; en efecto, antes que se desva- 
nezcan la proporción no es la última, y no hay ningu- 
na cuando ya se han desvanecido. Pero con el mismo 
argumento se podría sostener que un cuerpo que llega 
a un lugar determinado donde termina su movimiento 
no alcanza una velocidad final o última, pues la que tie- 
ne antes de llegar no es la última y después de llegado 
no tiene ninguna. La respuesta es fácil: Por velocidad 
última entiendo aquella con que el cuerpo se mueve, 
no antes de llegar al lugar donde cesa su movimiento, 
ni después de llegado, sino en el momento mismo en 
que llega; esto es, esa misma velocidad con que el cuer- 
po llega al último lugar y con la cual su movimiento 
cesa. Análogamente, por la razón última de cantidades 
evanescentes hay que entender la razón entre las can- 
tidades, no antes de que se desvanezcan, ni después, 
sino la proporción en que están al desvanecerse (qua- 
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cum evanescunt). Del mismo modo, la razón primera 
de las cantidades nacientes es la proporción en que 
están al nacer. Y su primera o última suma es aquella 
con la que empiezan a ser (o a crecer) o dejan de ser 
(o de disminuir). Hay un límite que al término del 
movimiento la velocidad puede alcanzar, pero no exce- 
der. Esta es la velocidad última. Y lo mismo se puede 
decir del límite de todas las cantidades y proporciones 
incipientes o cesantes. Como este límite es algo cierto 
y definido, determinarlo es un problema propiamen- 
te geométrico. Pero todo lo que es geométrico puede 
utilizarse legítimamente para determinar y demostrar 
otros asuntos geométricos. 

También se puede alegar que si existen las 
razones últimas de cantidades evanescentes, también 
existirán sus magnitudes últimas; por tanto, toda can- 
tidad constará de indivisibles, contra lo que Euclides 
demostró sobre los inconmensurables, en el décimo 
libro de los Elementos. Pero esta objeción se basa en un 
supuesto falso. Las razones últimas entre cantidades 
evanescentes no son en realidad razones entre cantida- 
des últimas sino límites a los que constantemente se 
aproximan las razones entre cantidades que decrecen 
sin límite, límites de los que pueden llegar a estar más 
cerca que cualquier distancia dada, pero que nunca 
pueden exceder, ni tampoco alcanzar antes que esas 
cantidades disminuyan hasta el infinito (in infinitum). 
La cosa se entiende mejor en el caso de las cantidades 
infinitamente grandes. Si dos cantidades con una di- 
ferencia dada aumentan hasta el infinito, habrá una 
razón última entre ellas, a saber, la razón de igualdad, 
mas no por eso han de existir las cantidades últimas 
o máximas cuya razón es esa. En lo sucesivo, cuando 
en aras de la facilidad yo diga “cantidades tan peque- 
ñas como se pueda” (quam minimas), o “evanescentes, 
o “últimas”, no entiendas por esto cantidades de una 


magnitud determinada, sino concíbelas siempre como 
disminuyendo sin límite. 
(Newton 1726, pp. 37-38; trad. Rada, pp. 170-171) 


6.3 Masa y fuerza* 


“Masa' designa lo que Newton llamó cantidad de ma- 
teria. Según la Definición I de los Principios, esta “sur- 
ge conjuntamente de su densidad y su magnitud”.* La 
masa de un cuerpo —en un lugar determinado— es pro- 
porcional a su peso. Si m es la masa de un cuerpo que 
se mueve con velocidad v, su cantidad de movimiento es 
igual al producto mv (Def. 11). Esta definición se parece 
a la propuesta por Descartes, cuando puso la conserva- 
ción de la cantidad de movimiento a la cabeza de todas 
las leyes de la física (AT 8:62). Pero difiere de esta en 
dos respectos esenciales: Newton no equipara la masa 
del cuerpo con su volumen (magnitudo—AT 8:67) y trata 
siempre a la velocidad como una magnitud dirigida (esto 
es, una cantidad física del tipo que hoy representamos 
mediante un vector). 

La palabra “fuerza' (Lat. vis”, It. forza”, Fr. e Ing. for- 
ce”) se utilizaba en la filosofía natural del siglo XVII para 
designar, sin gran precisión, cualquier fuente eficaz de 
actividad. Así se hablaba de la fuerza de los remos y la 
fuerza de un imán, la fuerza de un resorte y la fuerza de 
un golpe, “la fuerza de las ruedas tiradas por el peso” de 
un reloj de péndulo y “la ley [...] según la cual los cuerpos 
conservan la fuerza que causa el ascenso de su centro de 


*  La$6.3 es una traducción libre de la $2.1 de mi libro The 
Philosophy of Physics, Cambridge: Cambridge University Press. 
O Roberto Torretti 1999. 
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gravedad hasta retornar a la altura desde la cual descen- 
dió”. Descartes protesta que no entiende por “fuerza” “la 
potencia que uno llama la fuerza de un hombre cuando 
dice que ese Fulano tiene más fuerza que Zutano” (AT 
2:432; cursiva mía); pero es obvio que en muchas ocasio- 
nes eso mismo es precisamente lo que quiere significar 
con dicha palabra.* Leibniz quiso fijar el sentido del 
vocablo de un modo físicamente significativo y llamó 
“fuerza” a lo que hoy llamamos “energía cinética” (o qui- 
zás a lo que llamamos “energía” en general). También 
Newton batalló por asociar un significado precisamente 
cuantificable a “fuerza' (vis). Fue tal su éxito que el con- 
cepto de fuerza que se enseña a los físicos principiantes 
hasta el día de hoy proviene directamente del suyo.* 

En un manuscrito inconcluso, De gravitatione et 
equipondio fluidorum,* Newton propone la siguiente 
definición: 


Def. 5. La fuerza es el principio causal del movimien- 
to y el reposo. Y es o bien algo externo que, impreso 
en un cuerpo, genera o destruye su movimiento o lo 
cambia de algún modo; o bien un principio interno 
en virtud del cual el movimiento o el reposo ínsito 
(quies indita) en un cuerpo se conservan y cualquier 
ente tiende (conatur) a perseverar en su estado y resiste 
si es impedido (et impeditum reluctatur). 
(Hall y Hall 1962, p. 114) 


Estas palabras resuenan en las definiciones 111 y IV 
del libro 1 de Principia, que caracteriza la “fuerza ínsi- 
ta” (vis insita) de la materia como aquella “por la cual 
cualquier cuerpo, en cuanto de él depende, persevera 
en su estado de reposo o de movimiento uniforme y 
rectilíneo”,* y la “fuerza impresa” (vis impressa) como 


“la acción ejercida sobre un cuerpo para cambiar su es- 
tado de reposo o de movimiento uniforme y rectilíneo” 
(1687, p. 2; trad. Rada, pp. 122 y 123). Las observaciones 
de Newton sobre estas dos clases de fuerza merecen 
toda nuestra atención. La fuerza ínsita en un cuerpo es 
siempre proporcional a su cantidad de materia o masa 
(que Newton, en oposición a Descartes, distingue de su 
bulto). Difiere de la inercia de la masa solo por el modo 
de concebirla. “Debido a la inercia de la materia es difícil 
que ningún cuerpo se aparte (deturbetur) de su estado 
de reposo o de movimiento”. Por eso, la fuerza ínsita 
puede también llamarse “fuerza de inercia” (vis inertiae). 
Un cuerpo ejerce esta fuerza solo cuando su estado es 
alterado por otra fuerza impresa en él. El ejercicio de 
la fuerza de inercia es, bajo distintos respectos, a la vez 
resistencia e impulso: “resistencia, en cuanto el cuerpo, 
para preservar su estado, combate (reluctatur) la fuerza 
impresa; impulso, en cuanto el mismo cuerpo, cediendo 
con dificultad a la fuerza de un obstáculo que le resiste, 
tiende a cambiar el estado de este obstáculo”. Por su 
parte, la fuerza impresa “consiste en la sola acción y no 
permanece en el cuerpo después de la acción”. El nue- 
vo estado inducido en el cuerpo por la fuerza impresa 
persiste en él por la sola fuerza de inercia. La fuerza 
impresa tiene diversos orígenes, como un golpe, una 
presión, o la “fuerza centrípeta”, esto es, aquella fuerza 
“en virtud de la cual los cuerpos son atraídos o impelidos 
o de algún modo tienden hacia un punto como hacia un 
centro” (1687, p. 3; trad. Rada, p. 123).* 

De buenas a primeras, las observaciones de Newton 
podrían parecer incoherentes, pues primero dice que la 
vis inertiae de un cuerpo se ejerce solo cuando resiste a 
otras cosas y reacciona a ellas, pero enseguida agrega 
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que la vis inertiae es lo que continuamente mantiene al 
cuerpo en su estado actual de reposo o movimiento. Sin 
embargo, la presunta incoherencia se desvanece si admi- 
timos que Newton no llamaría ejercicio de una fuerza a la 
mera conservación tranquila de un estado. Si prescindi- 
mos por el momento de la referencia a la fuerza centrí- 
peta, podemos intentar entender el esquema básico de 
Newton como sigue: Cada cuerpo está dotado de una 
fuerza intrínseca; esta es un principio de movimiento 
de reposo que lo mantiene moviéndose en una direc- 
ción fija a velocidad constante > 0; cuando dos cuerpos 
chocan, la fuerza intrínseca de cada uno se traduce en 
un impulso trasmitido al otro. Esto recuerda el mundo 
aristotélico, donde algunos cuerpos son constreñidos a 
moverse forzadamente a resultas del movimiento natu- 
ral de otros. Pero no hay que olvidar que para Newton 
como para Descartes el movimiento libre —esto es, no 
forzado y en este sentido homologable al movimiento 
que Aristóteles llamaba natural — es siempre uniforme 
y rectilíneo. Sin embargo, si Newton alguna vez con- 
templó un esquema como el que acabo de proponer, 
tuvo que abandonarlo muy pronto, pues está lleno de 
dificultades. La resistencia que un cuerpo newtoniano 
opone a cualquier intento de cambiar su estado de mo- 
vimiento o reposo depende de la masa de ese cuerpo, 
no de su velocidad. En cambio, el efecto que ese cuerpo 
tiene sobre otro cuerpo que se interpone en su camino 
depende a la vez de su masa y de la velocidad con que 
se mueve respecto al otro. En vista de esto no es fácil 
concebir las fuerzas impulsivas que se manifiestan en 
las colisiones como una expresión de la vis inertiae de los 
cuerpos que chocan. Además, la definición de fuerza en 
el De gravitatione (citada arriba) sugiere que ya cuando 


redactó ese texto Newton consideraba primario al prin- 
cipio externo del movimiento, mientras que el principio 
interno, la vis inertiae, no hacía más que preservar lo que 
el cuerpo había recibido de aquel. Esto está dicho clara- 
mente en una de las cuestiones (queries) añadidas por 
Newton a su Óptica en la edición de 1717: 


La Vis inertiae es un principio pasivo por el cual los 
cuerpos persisten en su movimiento o reposo, reciben 
movimiento en proporción a la fuerza que lo imprime, 
y resisten tanto como son resistidos. En virtud de este 
solo principio nunca habría podido existir movimiento 
alguno en el mundo. Fue necesario otro principio para 
poner los cuerpos en movimiento; y ahora que están 
en movimiento, es necesario otro principio para con- 
servar el movimiento. 
(Newton 1717, pp. 372-373) 


De hecho, solo porque consideró las fuerzas impresas 
como primarias —y no necesariamente arraigadas en al- 
guna propiedad intrínseca de la materia— pudo Newton 
concebir la revolucionaria idea de una fuerza centrípeta 
que atrae un cuerpo distante a un mero punto del es- 
pacio. 

Si la inercia es “un principio pasivo” no es extraño 
que los físicos hayan dejado de referirse a ella como 
fuerza. La fuerza” —o, como decimos ahora, la “fuerza 
newtoniana'— fue pronto equiparada a lo que Newton 
llamaba “fuerza impresa”. Y sus seguidores tampoco en- 
tendieron a esta exactamente como él la define. Para 
constatar la diferencia debemos consultar los “Axiomas 
o Leyes del Movimiento” en que Newton enuncia la rela- 
ción entre la fuerza y el movimiento. En Principia estos 
figuran después del escolio donde explica las nociones 
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de tiempo y espacio. Tal orden es muy razonable, pues 
sin estas nociones los axiomas son incomprensibles. 
Sin embargo, al cabo de 200 años de instrucción pú- 
blica implacable, el espacio y el tiempo newtonianos se 
han integrado tan completamente al sentido común, al 
menos en los grupos sociales donde este libro recluta- 
rá sus lectores, que bien puedo completar mi examen 
del concepto de fuerza antes de abordar el escolio. Por 
lo demás, como espero mostrar, el escolio mismo solo 
tiene sentido a la luz de los axiomas, de modo que hay 
alguna ventaja en enunciarlos primero.* 


Ley PrimERA. Todo cuerpo persevera en su estado de 
reposo o de movimiento uniforme y rectilíneo a menos 
que sea constreñido por fuerzas impresas a cambiar 
de estado. 

Ley SEGUNDA. El cambio de movimiento es proporcional 
a la fuerza motriz impresa y ocurre según la línea recta 
en cuya dirección esa fuerza se imprime. 

Ley Tercera. Hay siempre una reacción igual y con- 
traria a la acción; o sea, las acciones mutuas de dos 
cuerpos siempre son iguales y dirigidas en direcciones 
opuestas.. 

(Newton 1687, pp. 12-13; trad. Rada, pp. 135-136) 


Salvo por la cláusula introducida con “a menos que”, 
la Ley Primera coincide con el principio de inercia pro- 
clamado por Descartes. Dicha cláusula nos recuerda 
oportunamente que en un mundo newtoniano ningún 
cuerpo puede perseverar, ni siquiera por un tiempo bre- 
vísimo, en estado de reposo o de movimiento uniforme 
en línea recta, a menos que diste infinitamente de todos 
los otros cuerpos. Pues cada cuerpo es atraído hacia cada 
uno de los demás por una fuerza inversamente propor- 


cional al cuadrado de la distancia entre ellos. Por tanto, 
la Ley Primera no refleja observaciones del movimiento 
uniforme y rectilíneo de cuerpos sobre los cuales no ac- 
túa ninguna fuerza —según Newton, simplemente no 
hay cuerpos así que pudiéramos observar—, sino una de- 
cisión de analizar cada movimiento efectivo en dos com- 
ponentes, a saber, (i) la velocidad actual en la dirección 
de la tangente a la trayectoria observada y (ii) el cambio 
que esa velocidad actualmente experimenta. El primer 
componente se concibe como un estado que el móvil po- 
see y que naturalmente conservará si no es perturbado, 
mientras que el segundo ha de explicarse por fuerzas 
externas. Al decidirse por este modo de ver las cosas, 
la física quedó comprometida a encontrar tales fuerzas 
o, al menos, las ecuaciones que asocian su presencia y 
evolución a cantidades físicas observables. Suscribir el 
análisis de Newton equivalía, pues, a firmar un pagaré 
enorme. Pero Newton mismo pagó tan espléndidamente 
la primera cuota y los sucesivos aportes de sus seguido- 
res tuvieron tanto éxito que su esquema analítico fue 
universalmente aceptado como la verdad de las cosas. 
Salvo en exposiciones históricas, la Ley Segunda 
nunca se enuncia hoy en los términos empleados por 
Newton. Considérese un cuerpo de masa m que se mue- 
ve con velocidad v. Sea la cantidad de movimiento p = 
mv. Conforme al texto de Newton, si ahora el movimien- 
to cambia a p + Ap, el cambio es proporcional a la fuerza 
impresa en el cuerpo y comparte su dirección: Ap «*< F. 
Este modo de concebir el cambio de movimiento se pres- 
ta bien para describir los choques, en que el movimiento 
de un cuerpo es alterado por la acción aparentemente 
instantánea de otro cuerpo. Pero está mal adaptado al 
caso en que el cambio se debe a la acción continua de 
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una fuerza centrípeta. Evidentemente, la magnitud del 
cambio de movimiento efectuado por una fuerza de esta 
clase depende del lapso de tiempo At durante el cual ac- 
túa. Es razonable, entonces, definir F = fAt y concebir 
la fuerza como la cantidad (dirigida) que representa el 
vector f. En estos términos, f « Ap/At. En rigor, como 
la fuerza centrípeta aplicada a un cuerpo B cambia de 
dirección en cada instante mientras B se mueve, la re- 
lación enunciada es ambigua o quizás carece de sentido 
a menos que uno ponga al lado derecho no el cocien- 
te Ap/At, sino el límite p al que ese cociente converge 
si At decrece indefinidamente. Solo entonces puede el 
lado izquierdo representar la fuerza que efectivamente 
actúa sobre B en un instante dado (cf. Newton 1726, 
p. 38; p se escribe dp/dt en la notación inventada por 
Leibniz que es habitual ahora). Eligiendo atinadamente 
las unidades de medir, la constante de proporcionalidad 
se puede hacer igual a 1, obteniendo el enunciado co- 
rriente de la Ley Segunda: 


El último término exhibe la resistencia de la materia 
al cambio de movimiento: la aceleración v debida a una 
fuerza dada f es inversamente proporcional a la masa 
m. La ecuación (6.42) también es aplicable en caso de 
choque, como mostraré enseguida. Como Newton y sus 
contemporáneos no han postulado que el movimiento p 
de un cuerpo que choca pueda variar instantáneamente 
en una cantidad finita, la variación Ap tiene que ser el 
efecto acumulado de una fuerza que actúa durante un 
lapso finito At, por breve que sea. Deberíamos, pues, 
escribir Ap = fAt, o, admitiendo que también la fuerza 


puede variar con el tiempo, Ap = IE (£)dt. Esta última 


cantidad —que antes designé con F— se conoce común- 
mente como impulso. Pero no cabe duda que Newton 
mismo la llamó fuerza (vis). Considérese, por ejemplo, 
este pasaje del escolio a las Leyes del Movimiento: 


Cuando un cuerpo cae, la gravedad uniforme (gravi- 
tas uniformis)," actuando parejamente («equaliter) en 
tiempos iguales, imprime en ese cuerpo fuerzas (vires) 
iguales y genera velocidades iguales; y en el tiempo to- 
tal (tempore toto) imprime una fuerza total (vim totam) y 
genera una velocidad total proporcional al tiempo. 
(Newton 1726, p. 21; trad. Rada, pp. 145-146) 


Las palabras de Newton sugieren que la fuerza que 
genera la velocidad del cuerpo es trasmitida gradual- 
mente al cuerpo y almacenada dento de este. Pero tal 
sugerencia es claramente incompatible con la observa- 
ción de Newton, arriba citada, según la cual la fuerza 
impresa “consiste en la sola acción y no permanece en 
el cuerpo después de la acción” (1687, p. 2; trad. Rada, 
p. 123). Esta observación calza bien con la cantidad que 
llamé f, que se manifiesta en la tasa instantánea del cam- 
bio de movimiento como en la ecuación (6.42). Hay pa- 
sajes de Principia, como por ejemplo el comienzo de la 
prueba de la Prop. XXIV del libro 11, donde fuerza” (vis) 
solo puede referirse a f. Allí leemos: “Pues la velocidad 
que una fuerza (vis) dada puede generar en un tiempo 
dado es directamente proporcional a la fuerza y al tiem- 
po e inversamente proporcional a la materia” (1687, p. 
303; trad. Rada, p. 498). Ello implica que la fuerza es 
directamente proporcional a la materia y a la velocidad 
generada, e inversamente proporcional al tiempo. Con 
los símbolos que emplée arriba, esta aseveración puede 
escribirse así: fo< mAv/At (lo que da la ecuación (6.42) 
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en el límite At = 0).* Obviamente, “fuerza” designa aquí 
a la cantidad f, no a F. 

El argumento que nos condujo a la ecuación (6.42) 
justifica también que normalmente se entienda Ley 
Tercera como una aseveración sobre una fuerza f y una 
contrafuerza —f. Obsérvese que el texto de esta ley habla 
de acciones ejercidas sobre cuerpos por otros cuerpos. Por 
tanto, la ley así enunciada carecería de toda aplicación si 
la materia newtoniana fuese incapaz de actuar, como ha 
sostenido McMullin (1978), basándose en otros textos. 
En todo caso, la única fuerza de la naturaleza cuyo mo- 
dus operandi en los fenómenos del movimiento Newton 
llegó a concebir, a saber, la gravedad, se manifiesta según 
él como una acción de cada trozo de materia sobre los 
demás trozos de materia, los cuales a su vez reaccionan 
sobre aquel conforme a la Ley Tercera.* Si, como sugie- 
re abiertamente el texto de Newton, las Leyes Segunda 
y Tercera valen del mismo modo para todas las fuerzas, 
cualquier aceleración observada a tiene que correspon- 
der a una aceleración observable b paralela a la primera 
pero en dirección opuesta. Sin embargo, b puede ser 
difícil de detectar si a se debe a la acción de muchos 
cuerpos dispersos, de modo que b es la aceleración del 
sistema compuesto de estos, resultante de las reacciones 
experimentadas por cada uno de ellos. 

Sea my la masa del cuerpo identificado mediante el 
índice k y ap la aceleración experimentada por el cuerpo 
k debido a la acción del cuerpo h. Entonces, conforme a 
las Leyes Primera y Segunda, en el caso de dos cuerpos 
interactuantes identificados mediante los índices 1 y 2, 
tenemos que 


Mid21 == —Md12 (6.43) 


En particular, si az, =-ay,, es claro que m, =m). Por 
tanto, dentro del esquema newtoniano, se dice que dos 
cuerpos tienen la misma masa si y solo si, cuando in- 
teractúan, se imparten mutuamente aceleraciones de la 
misma magnitud. Si convenimos en asignar la masa 1 
a un determinado cuerpo c (por ejemplo, un cilindro 
metálico conservado en París), entonces otro cuerpo C 
tiene masa m si y solo si, al interactuar con c, imparte a 
este una aceleración igual a la aceleración impartida a C 
por c multiplicada por el escalar -m. Ernst Mach (1868) 
estimaba que esta era la única definición viable del con- 
cepto newtoniano de masa. 


6.4 Espacio y tiempo" 


En un pasaje muy citado del Prefacio de Principia 
(1687), Newton dice que toda la tarea de la filosofía con- 
siste en investigar las fuerzas de la naturaleza a la luz 
de los fenómenos del movimiento para luego inferir de 
esas fuerzas el resto de los fenómenos. Las Leyes del 
Movimiento establecen los vínculos requeridos para 
cumplir la primera parte de este programa. Cualquier 
cuerpo que sale del reposo o se desvía del movimien- 
to uniforme y rectilíneo da testimonio de la acción de 
fuerzas externas así como de su dirección y magnitud. 
Sin embargo, no es posible medir o siquiera constatar 
tales desviaciones si no se dispone de conceptos más 
precisos. 


* La $6.4 es una traducción libre de la $2.2 de mi libro The 
Philosophy of Physics, Cambridge: Cambridge University Press, 
1999. €) Roberto Torretti 1999. 
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En aras de la concisión introduciré unos cuantos tér- 
minos que se han vuelto familiares durante la historia 
ulterior de la mecánica newtoniana. Llamo partícula a 
un cuerpo de longitud, anchura y espesor desdeñables. 
Por cuerpo rígido entiendo una colección de partículas, 
no todas en un mismo plano,” cuyas distancias mutuas 
permanecen invariables. Se debe entender que las Leyes 
del Movimiento de Newton se refieren primordialmente 
a partículas, pues no es posible aplicarlas sin más a cuer- 
pos no rígidos. Entonces la Ley Primera dice en efecto 
que una partícula libre que no está en reposo se mueve uni- 
formemente en línea recta. 

No tiene sentido hablar de movimiento uniforme sin 
un estándar del tiempo que permita determinar si dos 
lapsos de tiempo sucesivos son iguales o no. Los griegos 
adoptaron como estándar la rotación del firmamento en 
torno a los polos;*! pero para Newton y sus contempo- 
ráneos ese movimiento refleja la rotación efectiva de la 
Tierra, la cual —si se rige por la mecánica newtonia- 
na— no puede ser perfectamente uniforme.* Por eso, 
Newton dejó en claro que el tiempo a que implícitamen- 
te remiten sus Leyes del Movimiento es “el tiempo ab- 
soluto, verdadero y matemático”, el cual “en sí mismo y 
por su propia naturaleza fluye parejamente (equabiliter), 
sin relación a nada externo”, debiendo distinguírselo di- 
ligentemente de “cualquier medida sensible y externa 
—sea ella exacta o desigual— de la duración mediante 
el movimiento” (Newton 1687, p. 5; trad. Rada, p. 127). 
Con todo, el “tiempo verdadero” no puede desempeñar 
un papel en nuestra física a menos que los fenómenos 
del movimiento lo exhiban en una forma bien deter- 
minada. Ahora bien, la Ley Primera nos asegura justa- 
mente eso: una partícula libre en movimiento recorre 


distancias iguales en tiempos iguales. Se supone que 
esta ley vale para todas las partículas libres. Por tanto, 
si se elige arbitrariamente una partícula libre como tes- 
tigo del tiempo real, todas las demás partículas libres 
confirmarán la verdad de la ley. Carl Neumann (1870) 
propuso entener la Ley Primera de este modo. Ello susci- 
ta un problema importante, que fue señalado por James 
Thomson. Cada vez que la partícula libre elegida pase 
por uno de los puntos que delimitan una serie de seg- 
mentos iguales sobre una misma recta, se completará 
un intervalo de una serie de lapsos de tiempo iguales. 
Pero esta información debe estar disponible no solo en 
ese punto, sino en todo lugar. ¿Cómo podríamos reco- 
gerla, por ejemplo, en el punto de partida del movimien- 
to? En otras palabras ¿cómo determinar qué sucesos 
ocurridos en ese punto de partida son respectivamente 
simultáneos con la llegada de la partícula a cada uno de 
los puntos referidos? Evidentemente, esto solo se puede 
efectuar mediante señales trasmitidas entre puntos le- 
janos. Thomson comenta: “El tiempo requerido para la 
trasmisión de la señal envuelve una imperfección de la 
capacidad humana para cerciorarse de la simultaneidad 
entre sucesos ocurridos en lugares distantes. Sin embar- 
go, no parece haber probablemente ninguna dificultad 
para idealizar o imaginar que tal simultaneidad existe” 
(1884, p. 569). En todo caso, Newton lo dio por descon- 
tado. “Cada instante del tiempo —escribe— se difunde 
indivisiblemente a través de todos los espacios” (Hall y 
Hall 1962, p. 104).1* 

También para hablar de movimiento rectilíneo hay 
que referirse a un estándar de reposo o marco espacial 
de referencia, aparte del cual lo que se diga carece de 
sentido. Considemos un cuerpo rígido C,, que consta 
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1 


de tres varillas mutuamente perpendiculares O,x,, Oy; 
y O,z,. Sea C, una copia de C;,, formada por las varillas 
Ox», Ozy, y O,Z7, de modo que Oz, está siempre alinea- 
da con 0,2. Supongamos que, visto desde C;, el cuerpo 
C, aparece rotando con velocidad angular uniforme al- 
rededor del eje O,z,z, (fig. 66). Si la Ley Primera tiene 
vigencia referida a uno de estos cuerpos, obviamente 
no la tiene referida al otro. Pues si una partícula libre 
se moviera a velocidad constante, a lo largo de la recta 
O,x,, su trayectoria sería una curva en el marco de re- 
ferencia determinado por C,. Newton resolvió tales in- 
certidumbres postulando que sus Leyes del Movimiento 
describen desplazamientos en el “espacio absoluto”, el 
cual “permanece siempre igual e inmóvil, sin relación 
a nada externo”. El espacio absoluto no debe confundir- 
se con ningún espacio relativo “definido por nuestros 
sentidos por su posición con respecto a cuerpos” (1726, 
p. 6; trad. Rada, p. 127). Newton sostiene que, si las en- 
tendemos así, sus Leyes del Movimiento nos ofrecen los 
medios necesarios para distinguir entre los movimien- 
tos “verdaderos” en el espacio absoluto y los movimien- 
tos “relativos” en espacios relativos. Específicamente, 
el movimiento absoluto y el relativo se distinguen por 
las fuerzas centrífugas, “pues en el movimiento circu- 
lar meramente relativo estas fuerzas son nulas, pero en 
el verdadero y absoluto son mayores o menores según 


la cantidad de movimiento” (1726, p. 10; trad. Rada, p. 
131).* Así, si el cuerpo C;, reposa en el espacio absoluto, 
C, sufrirá tensiones a lo largo de O,x, y de O,y, mientras 
que O,x, y O,y, no presentan tensión alguna, aunque 
están rotando en torno al eje O,z,z, en el espacio relativo 
determinado por C). 

Si bien a primera vista parece magistral la idea de 
recurrir a las propias Leyes del Movimiento para fijar 
el espacio en que estas rigen, la verdad es que ellas no 
lo determinan unívocamente. Supongamos que C, rota 
como antes en torno al eje O,z,z,, mientras que C;, avan- 
za con velocidad uniforme en una de las dos direcciones 
de ese eje (digamos, alejándose de C,). En tal caso, O,x, 
y O»y, experimentarán las mismas tensiones que antes, 
mientras que O,x, y O,y, no exhibirán ningún signo de 
tensión. Las Leyes del Movimiento de Newton no pro- 
porcionan ningún medio para distinguir este caso del 
anterior. Esto se desprende inmediatamente del princi- 
pio de relatividad de Newton, que cité en la (6.1.1 según 
el texto del De motu, donde aparece enunciado como 
Ley 3. En Principia se lo presenta como corolario V de 
las tres Leyes del Movimiento aquí reconocidas como 
tales: 


Los movimientos recíprocos de cuerpos comprendidos den- 
tro de un espacio dado son iguales, ya sea que ese espacio 
esté en reposo, ya sea que se mueva uniformemente en línea 
recta sin rotación. 

(Newton 1687, p. 19; trad. Rada., p. 144) 


En virtud de ello, las Leyes del Movimiento conservan su 
vigencia cuando se las refiere a cualquiera de los miem- 
bros de una familia infinita de marcos de referencia 
— llamados marcos inerciales— que se mueven unifor- 
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memente en línea recta los unos respectos de los otros. 
Ludwig Lange (1885; cf. J. Thomson 1884) los definió así, 
por analogía con el estándar del tiempo de Neumann: 
Tres partículas libres, A, Band C, que se mueven desde 
un punto en tres direcciones no colineales, determinan 
un marco inercial 4 en el cual es posible definir coor- 
denadas polares con su origen en A, eje en la recta que 
pasa por A y B, y meridiano q = 0 en el plano que pasa 
por ABC.* La Ley Primera vale entonces por definición 
para las partículas A, B, y C; pero su vigencia para cual- 
quier otra partícula libre es empíricamente constatable. 
Además, se puede demostrar mediante un razonamiento 
puramente matemático que cualquier marco de referen- 
cia que se mueva rectilínea y uniformemente con respec- 
to a % también es inercial según esta definición. 

Resulta entonces que el espacio absoluto, que ha pro- 
vocado tan ardientes disputas filosóficas, no juega nin- 
gún papel en la mecánica newtoniana. Pero en tiempos 
de Newton, el pensamiento matemático no era capaz 
todavía de articular de un modo preciso, como una es- 
tructura coherente, la idea de una infinidad de copias del 
espacio euclidiano que se desplazan unas respecto de 
las otras con todas las velocidades constantes posibles.** 
Para avanzar hacia esta idea, la peregrina noción de un 
espacio absoluto —originada en la Edad Media tardía” y 
bien atrincherada en Cambridge cuando Newton estudia 
en esa universidad c. 1660— fue una muleta utilísima. 
Por lo demás, lo que dijo el propio Newton sobre la na- 
turaleza del espacio es sumamente valioso para entender 
los marcos de referencia (y muchos otros aspectos de la 
física matemática). 

En la ontología medieval que se enseñaba en las 
universidades en el siglo XVII todo era una sustancia 


o lo que se llamaba un “accidente”, es decir, un atributo 
o relación de sustancias. Cualquier sustancia existente 
en el mundo podía ser creada o aniquilada por Dios 
sin afectar la existencia de otras sustancias. En cambio, 
los atributos reposaban sobre las sustancias a las que 
pertenecían. Como una interdependencia real entre sus- 
tancias creadas restringiría la potestad divina de actuar 
sobre alguna sin tocar a las demás, había una fuerte ten- 
dencia a pensar que las relaciones entre tales sustancias 
existían solo en el pensamiento. Contra toda expectativa, 
Newton sostiene que el espacio “tiene su propio modo 
de ser, que no pertenece (competit) a las sustancias nia 
los accidentes” (Hall and Hall 1962, p. 99). Pues el espa- 
cio es incapaz de actuar como una sustancia —esto es, 
de pensar como un espíritu o moverse como un cuer- 
po— y sin embargo no es un atributo de una sustancia 
particular, sino algo que es compartido por todas, “una 
afección del ser en cuanto ser”; pues “ningún ser existe 
ni puede existir que no esté relacionado de algún modo 
con el espacio: Dios está en todo lugar, las mentes crea- 
das están en algún lugar, y el cuerpo está en el espacio 
que llena; y lo que no está ni en todo lugar ni en lugar 
alguno simplemente no existe”. Newton da una indi- 
cación más precisa acerca de la peculiaridad ontológica 
del espacio cuando argumenta, en la misma página, para 
demostrar que es inmóvil: 


Del mismo modo que las partes de la duración están 
individualizadas por el orden, de suerte que (por ejem- 
plo) si el día de ayer pudiese intercambiar su orden con 
el de hoy y tornarse posterior a este, perdería su indi- 
vidualidad y ya no sería el día de ayer, sino el de hoy; 
así también las partes del espacio se individualizan por 
sus posiciones y si dos cualesquiera de ellas pudiesen 
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intercambiar las posiciones a la vez intercambiarían su 
individualidad y cada una se convertiría en la otra [...]. 
Por el solo orden y posición recíproca de las partes del 
espacio y la duración se entiende que estas son esas 
mismas que de veras son; y no tienen otro principio de 
individualización fuera de ese orden y esas posiciones 
que, por tanto, no pueden cambiar.** 


Esta concepción de Newton de una multitud de en- 
tes que son precisamente los entes individuales que 
son solo en virtud de sus relaciones mutuas es una bo- 
fetada en el rostro de la ontología medieval.?” Pero es 
indispensable para la física matemática moderna, pues 
cualquier realización de una estructura matemática de 
algún modo satisfará siempre esta concepción. Ahora 
bien, el sistema relacional de una estructura ciertamente 
individualiza sus elementos, pero solamente modulo un 
isomorfismo. Ello nos procura toda la individualización 
que probablemente nos hará falta, siempre que el único 
automorfismo de la estructura en cuestión sea la iden- 
tidad. Pero el espacio de Newton —esto es, el espacio 
euclidiano— admite una infinidad de automorfismos 
diferentes por traslación, rotación o reflexión (respecto a 
un plano dado), o por cualquier combinación de dos o 
más transformaciones de una de estas tres clases. Por 
tanto, una realizacion del espacio newtoniano contiene 
infinitas copias de sí misma y sus puntos están indivi- 
dualizados por sus relaciones mutuas solo en el contexto 
de una u otra de esas copias. En particular, si 8 designa 
una de estas copias y representamos mediante el vector 
v una traslación de cada punto de 8 en la dirección de v 
a lo largo de una distancia igual a la magnitud de v, en- 
tonces, si el parámetro t recorre los números reales, las 
traslaciones tv nos suministran las posiciones sucesivas 


del marco de referencia é,, que se mueve respecto a é 
con velocidad constante v. Si 8 es inercial en el sentido 
de Lange, también lo es 8. Como € y v se han elegido 
arbitrariamente, es claro que desde este punto de vista 
todos los marcos inerciales son equivalentes.** 

Las observaciones de Newton sobre la ontología del 
espacio están consignadas en el manuscrito póstumo 
De gravitate que recién se publicó en 1962. Por este mo- 
tivo, su concepción del espacio como sistema relacional 
tradicionalmente se atribuye a Leibniz.? Pero Newton 
hizo públicas sus ideas sobre el vínculo entre el espa- 
cio y Dios. En el escolio general agregado a la segun- 
da edición de Principia, dice que “dura siempre y está 
presente en todo lugar, y al existir siempre y en todo 
lugar constituye la duración y el espacio, la eternidad y 
la infinitud” (Newton 1713, p. 483; trad. Rada, p. 783).* 
En las cuestiones 28 y 31 de la Óptica es más específico. 
Apela a la noción medieval del sensorium de los anima- 
les, que describe como “ese lugar adonde está presente 
la sustancia sensitiva [el alma que percibe—R. T], y al 
cual los aspectos (species) sensibles de las cosas son aca- 
rreados a través de los nervios y el cerebro, para que se 
los pueda percibir allí gracias a su presencia inmediata 
a esa sustancia” (Newton 1721, pp. 344-345). Pasa ense- 
guida a referirse a “un ser incorpóreo, vivo, inteligente, 
omnipresente que, en el espacio infinito, como si fuera 
en su sensorio, ve las cosas mismas íntimamente y las 
percibe a fondo (throughly) y las comprende del todo por 
su inmediata presencia a él” (Ibid., p. 345). “Por estar en 
todo lugar, este agente poderoso y siempre vivo es más 
capaz de mover todos los cuerpos por su voluntad den- 
tro de su sensorio uniforme y sin límites, y así formar y 
reformar todas las partes del universo, de lo que somos 
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nosotros de mover por nuestra voluntad las partes de 
nuestros propios cuerpos” (Ibid., p. 379). 


6.5 Apéndice 


6.5.1. La elipse: definición de algunos términos. La elipse 
puede definirse como el lugar geométrico de todos los 
puntos de un plano tales que la suma de sus distan- 
cias a dos puntos fijos del mismo plano es constante. 
Designaré con 2a la suma constante de las distancias 
desde cualquier punto X de la elipse 8 a los dos puntos 
fijos P y Q. P y Q son entonces los focos de € (fig. 67). 
Kepler fue el primero en llamarlos así, en su Astronomic 
pars optica de 1603, y por eso me he sentido libre de 
usar este término en el capítulo 4, aunque no figura en 
la Astronomia nova de 1609. 

La recta determinada por P y Q corta la elipse en 
dos puntos H e l, tales que HP = IQ > IP = HQ. La 
razón PQ/HI = es la excentricidad e de la elipse 8. Sea 
C el punto medio entre P y Q. Es claro que CP = CQ = 
ae. Por otra parte, 2a = HP + HQ = 2HP + PQ = 2HP + 
2PC. Por tanto HC = a. Análogamente, se prueba que 
IC = a. Por tanto, HI = 2a y C es el punto medio de HI. 
La perpendicular a HI que pasa por C corta la elipse en 
dos puntos M y N. Como PM + MQ = 2a y, por simetría, 


PM = MQ, CM= y/a? (PQ) = ,Ja? - (ae) = av1-e? 
= b, digamos. Es claro que a < b (salvo en el caso en que 


PQ =0, porque P = Q, y la elipse es un círculo). Es fácil 
ver que 8 es una curva cerrada simétrica con respecto 
los ejes determinados por HI y MN. Llamamos centro de 


la elipse a la intersección C de ambos ejes de simetría. 
Una cuerda es un segmento recto que une dos puntos 
sobre la curva. Las cuerdas que pasan por el centro se 
llaman diámetros. Dos diámetros se dicen conjugados si 
cada uno es paralelo a las tangentes que tocan a la elipse 
en los extremos del otro, las cuales —debido a la sime- 
tría de la elipse— son evidentemente paralelas entre sí. 
Si h y k son diámetros conjugados, h dimidia todas las 
cuerdas de la elipse que son paralelas a k. Estas cuerdas 
paralelas a k se dicen ordenadas a h. En la figura adjunta, 
la cuerda s es la ordenada al diámetro h que pasa por el 
punto T. Comúnmente también se llama “ordenada' al 
segmento de una cuerda ordenada comprendido entre 
la elipse y el diámetro correspondiente. Dado que XP 
+ XQ = 2a para cualquier punto de la elipse X, es claro 
que el diámetro máximo de € es HI = 2a y su diámetro 
mínimo es MN = 2b. La forma y tamaño de la elipse é 
están completamente determinados por los parámetros 
a y b (y también por los parámetros a y e). 


6.5.2. Un teorema de Apolonio. Como una muestra del 
rigor y refinamiento de la matemática helenística que 
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Newton aplica en Principia, demostraré aquí el teorema 
31 del libro VII de las Cónicas de Apolonio, reproducido 
en el lema 12 del libro I de Principia que cite en el $6.1.1. 
Daré una demostración de este teorema, en cuanto se 
refiere a la elipse. 

La demostración invoca tres teoremas muy conoci- 
dos de Euclides, que enuncio aquí para que el lector los 
tenga a la vista. 


Euclides 1.41. Si un paralelogramo tiene la misma base que 
un triángulo y ambos están entre las mismas paralelas, el 
paralelogramo es el doble del triángulo. 


Hoy diríamos esto así: Si un paralelogramo y un trián- 
gulo tienen la misma base y la misma altura, el área de 
aquel es igual al doble del área de este. En otras palabras, 
si ABCD es un paralelogramo y ABT es un triángulo tal 
que T está situado sobre la recta que pasa por los puntos 
Cy D, entonces JABCD=2AABT. 


Euclides VI.1 (enunciado parcial). Dos paralelogramos que 
tienen la misma altura son entre sí como sus bases. 


El enunciado completo se extiende también a dos trián- 
gulos que tengan la misma altura. Para visualizar la 
parte que nos concierne, dibújense los paralelogramos 
ABCD y EFGH, con E y H sobre la misma recta que A 
y B, y con F y G sobre la misma recta que C y D. El teo- 
rema dice que JABCD: JEFGH = AB: EF. Esto resulta 
obvio, si recordamos que el área de un paralelogramo 
es el producto de la base por la altura (ABXh: EFXh = 
AB: EP). 


Euclides VI.17. Si tres segmentos rectos son proporcionales, 
el rectángulo contenido por los términos extremos es igual 


al cuadrado del término medio; y si el cuadrado contenido 
por los términos extremos es igual al cuadrado del término 
medio, los tres segmentos son proporcionales. 


Sean a, b y c tres segmentos rectos. El teorema dice que 
a:b=b:c si y solo si ac = b?, 


Recurriré además, al teorema 1.37 de Apolonio (en 
cuanto se refiere a la elipse), cuya prueba bosquejo a 
continuación. 


Apolonio 1.37 (paráfrasis restringida a la elipse). Si el diá- 
metro AB de una elipse con centro Z corta en D la tangente 
que toca la elipse en el punto C y corta en E la ordenada a 
AB trazada desde C, entonces el cuadrado construido sobre 
el semidiámetro ZB es igual al rectángulo con lados adya- 
centes iguales a DZ y EZ. 


En otras palabras: ZB?= DZ X EZ (véase la fig. 68). 
Por consiguiente, conforme al citado teorema V1.17 de 
Euclides, el semidiámetro ZB es la media proporcional 
ZD y ZE, donde ZD es la distancia desde el centro de 
la elipse a la intersección del diámetro con la tangente 
y ZE es la distancia desde el centro de la elipse a la in- 
tersección del diámetro con la ordenada suya que pasa 
por el punto de tangencia. Esto se prueba fácilmente, si 
aceptamos el siguiente lema, que combina las asevera- 
ciones sobre la elipse contenidas en los teoremas 1.34 y 
1.36 de Apolonio: 


Sea D un punto situado fuera de la elipse con centro Z, 
sobre la prolongación del diámetro AB. Sea C un punto de 
la elipse, distinto de A y de B. Sea E la ordenada a AB que 
pasa por C. Entonces, DC es tangente a la elipse si y solo si 
DA: DB = EA: EB. 
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En la fig. 68, que se ajusta a las hipótesis del teorema 
1.37, DA: DB = EA: EB. Por consiguiente, 


DA+DB DA EA EA+EB 
= +1=>+1= 
DB DB EB EB 


(6.44) 


Ahora bien, EA + EB = AB = 2ZB; mientras que DA + 
DB=2DA+AB=2DA+2AZ=2DZ. Por tanto, DZ: DB 
= ZB:EB y DB:DZ= EB:ZB. Pero DB = ZB + DZ y EB 
= EZ + ZB. Es claro entonces que 


ZB_ZB+DZ ¡ E2+2B ¡EZ (6.45) 
DZ DZ ZB ZB 
Por consiguiente, DZ X EZ = ZB?. O 


Ahora podemos abordar por fin la demostración 
del teorema VI1.31 de Apolonio, (lema 12 del libro 1 de 
Principia), en cuanto concierne a la elipse. 


Apolonio VI1.31 (restringido a la elipse). Todos los parale- 
logramos circunscritos a una elipse en torno a dos diámetros 
conjugados son iguales entre sí. 


Recordemos que dos diámetros se dicen conjugados 
si cada uno es paralelo a las tangentes trazadas por los 
puntos donde el otro corta a la elipse. Las cuatro tan- 
gentes así determinadas por dos diámetros conjugados 
forman el paralelógra circunscrito en torno a ese par de 
diaámetros. 

La fig. 69 exhibe dos paralelogramos circunscritos 
a la elipse de centro C. El (ILKZT toca la elipse en los 
extremos de los diámetros conjugados AB y ED, mien- 
tras que el IXRYO la toca en extremos de los diáme- 
tros conjugados GF y HI. El teorema VI1.31 afirma que 
OLKZT= MUXRYO. Como cada par de diámetros con- 
jugados divide el paralelogramo circunscrito en torno a 
él en cuatro paralelogramos iguales, nos bastará probar 
que uno de los cuatro paralelogramos en que está di- 
vidido (JLKZT es igual a uno de aquellos en que está 
dividido el (1XRYO. Probaré, entonces, que 


OTDCA=0CHOF (6.46) 
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Para no confundirnos, examinaremos varias figuras, 
que sucesivamente despliegan nuevos puntos y líneas 
que se irán mencionando en la demostración, a la vez 
que omiten algunos de los que pueden verse en las 
figuras precedentes. En la fig. 70, han desaparecido el 
LLKZT y el diámetro ED. Por otra parte, se ha prolon- 
gado el diámetro AB y la tangente XH hasta su punto 
de intersección V. Además, por el punto de tangencia H 
se ha trazado hasta M la ordenada al diámetro AB. Con 
arreglo a Apolonio 1.37, tenemos que CMX CV= AC?, 
de modo que, según Euclides VI.31, 


CV: AC = AC: CM (6.47) 


En la fig. 71 reaparecen el MILKZT y el diámetro DE. 
Imitando la construcción anterior, se ha prolongado el 
diámetro GF hasta cortar la tangente DZ en P y por el 
punto de tangencia D se trazado hasta N la ordenada 
al diámetro GF. Con arreglo a Apolonio 1.37, tenemos 
pues que CN X CP= CF?, de modo que, según Euclides 
vI.31, 


CP:CF=CF:CN (6.48) 


Además, se ha prolongado la ordenada MH hasta su 
intersección con TZ en S y la ordenada ND hasta su in- 
tersección con XO en O. Sea U el punto donde se cortan 
las rectas TP y VO. 


Prestemos atención al cuadrilátero VUPC (achura- 
do en la fig. 72). Como TZ||AB y XO||GF, es claro que 
VUPC es un paralelogramo. El (GVUPC está comprendi- 
do entre las mismas paralelas AB y TZ que el MITDCA, 
de modo que ambos paralelogramos tienen la misma 
altura. Por tanto, conforme a Euclides 6.1, sus áreas son 
entre sí como sus bases: 


EVUPC:TDCA = CV: AC (6.49) 


La ordenada MH es una de las cuerdas paralelas que 
el diámetro AB dimidia. Por tanto MS|| CD, y MSDC es 
un paralelogramo comprendido entre las mismas pa- 
ralelas AB y TZ que el (ZTDCA, de modo que ambos 
tienen la misma altura. Conforme a Euclides VI.1, 
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OTDCA:OMSDC = AC: CM (6.50) 
Como CV: AC = AC: CM (6.47), es claro que 
OVUPC: OTDCA = DTDCA:OMSDC (6.51) 


La ordenada ND es una de las cuerdas paralelas que 
dimidia el diámetro HI. Por tanto MO || CH, y CHON 
es un paralelogramo comprendido entre las mismas pa- 
ralelas GF y XO que el MACHOF, de modo que ambos 
tienen la misma altura. Conforme a Euclides VI.1, 


CHOF:CHON = CF: CN (6.52) 


El IMSDC y el ACHD comparten la misma base 
DC. El MCHON y el ACHD comparten la misma base 
CH. Por tanto, según Euclides 1.41, 


EMSDC=2ACHD=MCOHN (6.53) 
De las ecuaciones (6.51) y (6.53) se deduce que 
OVUPC: TDCA=OTDCA:ICOHN (6.54) 


SR 
y 


Consideremos ahora las figs. 72 y 73. En ambas he 
destacado el MMCHOF, que usaré como término de com- 
paración entre el MVUPC, destacado en la fig. 72, y el 
LTDCA, destacado en la fig. 73. 

El MIVUPC está comprendido entre las mismas pa- 
ralelas GF y XO que el (MCHOF, de modo que ambos 
paralelogramos tienen la misma altura. Por tanto, con- 
forme a Euclides VI.1, sus áreas son entre sí como sus 
bases: 


OVUPC:CHOF = CP: CF (6.55) 


De las ecuaciones (6.48), (6.52) y (6.55) se desprende 
que 


OJVUPC: CHOF = CHOF:CHON (6.56) 


Comprobamos así que el área del MICHOF es la media 
proporcional entre las áreas del MMVUPC y del MCHON. 
Ya se comprobó en la ecuación (6.54) que en la media 
proporcional entre estas dos cantidades es el área del 
TTTDCA. Por tanto, 
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GTDCA= 0CHOF (6.46) 


De esto se infiere lo que teníamos que demostrar, a sa- 
ber, que 


OLKZT=40TDCA =40CHOF=5UXRYO UU 


6.5.3. Un escolio importante. Inmediatamente después 
del teorema 4 y su demostración, Newton inserta en De 
motu el texto siguiente: 


Escolio. Por tanto, en el sistema celeste, las proporcio- 
nes entre los ejes mayores de las órbitas se conocen 
por los períodos de revolución de los planetas. Dado 
un eje, se conocen los demás. Pero si están dados los 
ejes, las órbitas se determinan de este modo. Sean S 
la posición del Sol —esto es, uno de los focos de la 
elipse—, A, B, C, D,... posiciones del planeta halladas 
por observación, y q el eje mayor de la elipse (fig. 74). 
Si trazamos el círculo FG con centro A y radio q — AS. 
el otro foco de la elipse se encontrará en la circunferen- 
cia del mismo. Trácense asímismo otros círculos con 
centros B, C, D, etc. y radios q— BS, q-CS, q- DS, 
etc. y el segundo foco se hallará en las circunferencias 
de todos ellos, y por ende en la intersección F común 
a todos. 

Si las intersecciones no coinciden, hay que tomar 
como foco al punto medio. La comodidad de este pro- 
cedimiento consiste en que permite aplicar muchas 
observaciones fácilmente comparadas entre sí para ob- 
tener una conclusión única. Halley ha mostrado cómo 
encontrar las posiciones particulares A, B, C, D, etc. 
de un planeta con solo dos observaciones, una vez co- 
nocida la órbita de la Tierra. Si esta órbita no se ha 
determinado aún con suficiente exactitud, su conoci- 
miento aproximado permite mejorar la aproximación 
con que se determina la de cualquier planeta —Marte, 


por ejemplo— y luego a partir de esta y por el mismo 
método, determinar aún mejor la de la Tierra. Por la 
órbita de la Tierra se determina a su vez la órbita del 
planeta mucho más exactamente que antes. Y así por 
turnos hasta que las intersecciones de los círculos con- 
cuerden bastante exactamente con el foco de ambas 
órbitas. 

Por este método se pueden determinar las órbitas 
de la Tierra, Marte, Júpiter y Saturno. En cambio, las 
órbitas de Venus y Mercurio pueden determinarse así: 
de las observaciones practicadas cuando estos planetas 
están máximamente alejados del Sol, se obtienen las 
tangentes de las órbitas. Bájese desde el Sol la per- 
pendicular SL a una de estas tangentes KL (fig. 75). 
Descríbase el círculo KM con centro L y radio igual 
a la mitad del eje de la elipse. El centro de la elipse 
estará en la circunferencia de este círculo, de modo 
que, cuando se hayan trazado varios de estos círculos, 
se lo encontrará en la intersección de todos ellos. Por 
último, al conocerse las dimensiones de las órbitas, 
las longitudes de estos planetas se determinarán pron- 
tamente con mayor exactitud por su tránsito a través 


q 
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del disco solar. 

Por lo demás, el espacio del cielo planetario o bien 
reposa (como cree el vulgo) o bien se mueve unifor- 
memente en línea recta, y por ende el centro de grave- 
dad común de los planetas o bien reposa o se mueve 
con ellos (Ley 4). En ambos casos el movimiento de 
los planetas entre ellos ocurre de igual modo (por la 


K E 


Fig. 75 M 


Ley 3) y su centro de gravedad común reposa con res- 
pecto a todo ese espacio y por ello debe considerár- 
selo el centro inmóvil de todo el sistema planetario. 
De esto se deduce a priori el sistema copernicano. En 
efecto, si para cualquier posición de los planetas se 
calcula el centro de gravedad común, este cae dentro 
del cuerpo del Sol o estará siempre próximo a él. Por 
esta divergencia entre el Sol y el centro de gravedad 
ocurre que la fuerza centrípeta no siempre tiende a 
ese centro inmóvil y por ende que los planetas no se 
mueven exactamente en elipses ni recorren dos veces 
la misma órbita. Tantas son las órbitas de los plane- 
tas como sus revoluciones, como sucede también con 
el movimiento de la Luna; y cada órbita depende de 
los movimientos conjuntos de todos los planetas, para 
no mencionar las acciones recíprocas de todos ellos. 
Pero considerar simultáneamente las causas de tantos 
movimientos y definir los movimientos mismos por 


leyes exactas que admitan un cálculo cómodo supera, 
si no me equivoco, la fuerza colectiva del ingenio hu- 
mano. Omite estas minucias y la órbita simple que es 
el promedio de las divergencias será la elipse de que 
he estado hablando. Si alguien intentase determinar 
esta elipse por cálculo trigonométrico basado en tres 
observaciones (como suele hacerse), abordaría la cosa 
con menos cautela. Esas observaciones participarán 
de esas minucias de los movimientos irregulares que 
deben desdeñarse aquí y por eso harán que la elipse 
se aparte un tanto de su justa magnitud y posición (la 
cual debe ser el promedio de todas las divergencias), y 
así habrá tantas elipses discrepantes entre sí cuantos 
tríos de observaciones se empleen. Por consiguiente 
hay que reunir y comparar en una sola operación un 
máximo de observaciones para que se compensen mu- 
tuamente y exhiban una elipse media en posición y 
magnitud. 


(Hall y Hall 1962, pp. 254-256) 
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AL CAPÍTULO 1 


1 Dice Aristóteles: “Los llamados pitagóricos fueron los prime- 
ros que se entregaron al estudio de las matemáticas y las hi- 
cieron progresar. Educados en su estudio, llegaron a creer que 
los principios de las matemáticas eran los principios de todas 
las cosas. Y puesto que los números son por naturaleza los 
primeros de estos principios y en los números creían observar 
muchas analogías con lo que es y deviene [...]; como obser- 
vaban, además, que las propiedades y las proporciones de la 
escala musical se basan en los números; y como les aparecía 
claro que todas las demás cosas, en su naturaleza entera, se 
asimilaban a los números, y que los números parecían ser los 
primeros principios de toda la naturaleza, dieron por supues- 
to que los elementos de los números son los elementos de 
toda la realidad, y que el cielo entero es analogía y número.” 
(Metafísica, A 5, 985*23-986*3; trad. Zucchi). 

2 De hecho, los griegos no clasificaban el 1 como “número” 
(á«p10ós). Pero obviamente lo usaban para contar, sumar, 
multiplicar, etc. 

3 Primos entre sí” quiere decir que no tienen un divisor común 
diferente de 1. Obsérvese que, si hay dos números cualesquie- 
ra, a y b, tales que ax2=bx hu, A y 4 son conmensurables 
según la definición de la p. 23. En efecto, o bien a y b son pri- 
mos entre sí, o bien tienen un máximo común divisor r y hay 
números u y v primos entre sí tales que a = ru y b = rv. Pero 
entonces ru x A =rvx y y, por ende, ux2A=V xp. 

4 Euclides llama líder” (fyoúuevov) a A y “seguidor” (Emóuevov) a 1. 

5 Ellector debe persuadirse que toda relación reflexiva, simétri- 
ca y transitiva tiene esta propiedad. Considere un conjunto de 
cosas K entre cuyos elementos subsiste una relación — que 
tiene esas tres características. Entonces, cada elemento x de 
K determina una clase [x] a la que pertenece cualquier z e K 
tal que z — x. Como cada elemento de K pertenece a la clase 
determinada por él, la división de K en tales clases es exhaus- 
tiva. Las clases así determinadas son mutuamente excluyentes, 
puesto que, si las clases [a] y [bh] tienen un elemento común z, 
a =z y z - b, y por ende a — b, de modo que [a] = [bh]. 

6  Recuérdese la declaración de Humpty Dumpty: “Cuando yo 
uso una palabra...ella significa precisamente lo que yo decido 
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que signifique, ni más ni menos” (Lewis Carroll 1960, p. 260). 
Con la frase “puede exceder a cualquiera de las magnitudes 
comparadas' pretendo traducir la siguiente frase griega: Óv- 
votóv ¿otiv drepéxer roavtóc tOU Tpotedévioc TOV Tpoc ÚAAN- 
do Aeyouévov. Mi traducción concuerda con la alemana de 
Czwalina (1983). Dijksterhuis (1987), p. 146, cita otras siete, 
bastante diferentes, y da otra suya. La mayoría de ellas pre- 
supone el concepto —arriba cuestionado— de “magnitudes 
de la misma clase”. Se exceptúa la traducción francesa de Ver 
Eecke (1920), según la cual la diferencia entre las magnitudes 
propuestas puede exceder “toute grandeur donnée ayant un 
rapport avec Pune et Pautre des premiéres”. Si “rapport', como 
presumo, significa aquí relación de proporcionalidad, el enun- 
ciado de Ver Eecke se deduce del mío, como muestro en el pá- 
rrafo siguiente del texto principal (p. 27-28) 

La Prop. X.1 concierne a dos magnitudes cualesquiera AB 

y T, tales que AB > IT. Euclides dice que “T', multiplicada, 

será eventualmente mayor que AB” (To T yap roMmArTÍha- 
co11ICópevov gotor noté 100 AB ueidov). En la edición inglesa 
de Heath (1956) se cita la Def. V.4 como fundamento de este 
aserto. Pero ello supondría que dos magnitudes cualesquiera 
AB y T solo pueden considerarse “desiguales” (úvica) si existe 
la razón AB:P. Como vimos en el ejemplo de la fig. 2 (p. 26), 
esto no es así. 

$1.3, Postulado A. Este postulado dice que si a. y $ son magni- 
tudes homogéneas y hay un entero positivo n tal que na. < P < 
(n + 1)a. —de modo que f “está entre” n veces a. y el siguiente 
múltiplo de a— el exceso de B sobre na es homogéneo con a. 
Guicciardini (1999) va más lejos y afirma taxativamente: “Hay 
que subrayar que las razones no son magnitudes” (p. 126). En 
una nota al pie remite a la definición V.4 y agrega: “En térmi- 
nos modernos, una razón A/B (cuando A < B) puede formar- 
se si y solo si hay un entero positivo n tal que nA > B” (ibid.). 
A mi modo de ver, si las expresiones “A < B' y NA > B' em- 
pleadas por Guicciardini pueden aplicarse a dos objetos cua- 
lesquiera A y B en el sentido abstracto pero preciso en que él 
presumiblemente las entiende, y si existe un entero positivo n 
que satisface la segunda desigualdad, los objetos A y B tienen 
todo lo que hace falta para concebirlos como magnitudes con- 
mensurables. 
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“Per Numerum non tam multitudinem unitatum quam abs- 
tractam quantitatis cujusvis ad aliam ejusdem generis quanti- 
tatem que pro unitate habetur rationem intelligimus. Estque 
triplex; integer, fractus et surdus: Integer quem unitas meti- 
tur, fractus quem unitatis pars submultiplex metitur, et surdus 
cui unitas est incommensurabilis.” La Arithmetica universalis, 
de cuya primera edición procede esta cita, no fue preparada 
para la imprenta por Newton, sino por su discípulo Whiston; 
pero no es verosímil que en un punto tan importante como la 
definición de “'número' este haya introducido una innovación 
no autorizada por aquel. 

Sobre Galileo, véase Drake, en Galileo 1974, pp. xxiii-xxv; so- 
bre Kepler, véase Stephenson 1994a, p. 62; sobre Huygens, 
véase Guicciardini 1999, $f 5.4 y 5.5. 

Como todos saben, “planeta” en castellano —y su equivalente 
en las otras lenguas europeas modernas— no se aplica al Sol 
nia la Luna, y sí, en cambio, a la Tierra y a tres astros errantes 
no discernibles a simple vista, Urano, Neptuno y Plutón. La 
palabra se aplica, por analogía, a cualquier cuerpo no lumino- 
so que gira en torno a una estrella fija como los enumerados 
en torno al Sol. Según el DRAE tiene que tratarse de un “cuer- 
po sólido”; pero los astrónomos que buscan planetas alrededor 
de otras estrellas suelen anunciar sus hallazgos aun cuando 
no sepan si el objeto descubierto contiene o no una parte sóli- 
da. 

El décimotercer mes se intercalaba tres veces —al final del 
tercer, sexto y octavo año— en cada octaéteride (óxtaernpic) o 
período de ocho años. 

TEPl TRÍV TOV LoTpov popov kai hAlov ka oeA vns, TOS TPOc 
dGmha táxove éxer (Gorgas, 451c). 

ios ko ce vn «oi mévte Mo do Tpa, émtxAnv éxovrtos 
Tawvntá, ei Sropicuóv «adi pukaxnv piduov xpóvov yéyovev 
(Timeo, 38c). 

En República VII, el Sócrates platónico pregunta retóricamen- 
te: “Respecto a la proporción (8vuuetpiav) de la noche con el 
día, y de ambos con el mes, y del mes con el año, así como 

de los otros astros con estos y entre sí ¿no te parece extra- 
vagante (útoroc) que alguien opine que estas cosas se pro- 
ducen siempre de la misma manera y no sufren alteración 
alguna (odSa ui odóegv rapaddhdrrewv), aunque son corpóreas 
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y visibles, y que busque de todos modos captar su verdad>” 
(530a—b). Si Eudoxo, como es muy posible, fue de los prime- 
ros en escuchar este pasaje, tuvo que sentirse aludido. Años 
más tarde, en cambio, el portavoz anónimo de Platón en Leyes 
VII censura la creencia común entre los griegos de que el Sol, 
la Luna y algunos otros astros “no andan nunca por el mis- 
mo camino, por lo cual los llaman vagabundos (rmhavntd)” 
(821b). Esta opinión no es correcta; la verdad es todo lo contra- 
rio, “pues cada uno de ellos recorre el mismo camino circular 
siempre; no muchos, sino uno, aunque parece recorrer mu- 
chos” (822a). 

La altura de un punto P en el cielo es el ángulo que forma con 
el plano horizontal $ un rayo que llega desde P al observador 
O. El azimut es el ángulo entre el meridiano de O y el plano 
que contiene a O y a la perpendicular desde P a $. 

La eclíptica es el plano inclinado en 2340" respecto al ecua- 
dor del firmamento sobre el cual —según sabemos ahora— la 
Tierra se mueve alrededor del Sol. Los griegos lo llamaron así 
porque los eclipses de Sol y de Luna ocurren cuando la Tierra, 
la Luna y el Sol se alinean en este plano. Obviamente, según 
nuestra definición, el movimiento aparente del Sol en torno a 
la Tierra no puede salirse de este plano. 

La primavera boreal, esto es, el tiempo entre el equinoccio de 
marzo y el solsticio de junio, dura 92,8 días solares medios; 

el verano boreal, entre el solsticio de junio y el equinoccio de 
septiembre, dura 93,6; el otoño boreal, entre el equinoccio de 
septiembre y el solsticio de diciembre, dura 89,8, y el invier- 
no boreal, entre el solsticio de diciembre y el equinoccio de 
marzo, dura 89,0. Un día solar es el lapso de tiempo entre dos 
tránsitos sucesivos del Sol por el meridiano. Este tiempo es 
menor en diciembre cuando la Tierra está más cerca del Sol 

y viaja más rápido, mayor en junio cuando la Tierra está más 
lejos del Sol y viaja más lentamente. Un día solar medio es la 
duración media de los días solares. 

elep ol netagd tporúyv te ka ionueptOv xpóvor TOSOVTOV 
Suapépovorv, doov Edxthuovi ka Métovi ¿ÓÓxel, ODx UKOvOG 
elvon TÚc Tpelg Opatpac ¿xatépo rpds TO COLE TO panvó- 
ueva ÓL0 TV émipovonévnv OnALovóti tag kivñoEo01v aAÓTOV 
dvonodiav (Simplicio, In de caelo, p. 497, Heiberg) 

Desde nuestra perspectiva actual este fenómeno se entiende 
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fácilmente en el caso de Mercurio y Venus, que están situa- 
dos entre nosotros y el Sol. Por eso, le acompañan en su pa- 
seo anual por el Zodíaco. Como completan en menos de un 
año su movimiento alrededor del Sol, se adelantan en algunas 
partes del paseo y en otras se rezagan. También hay retrogra- 
dación de los planetas externos, pero cuesta más visualizar su 
causa. 

Dreyer 1953, p. 101, hace interesantes consideraciones al res- 
pecto. 

Una obra atribuida a Eudoxo y preservada en un papiro fija el 
período sinódico de Mercurio en 3 meses y 26 días, en perfec- 
to acuerdo con su valor actual: EXtiABov [6 “Epulo% tiv ¿Mlxa. 
Sielóépxer ev un[oiv t]prciv kai elxoo1w] 2é nuépore (Ars as- 
tronomica, col. 5, lin. 10-12, Blass). 


AL CAPÍTULO 2 


Peter Dear (1995) muestra mediante extractos de muchos li- 
bros de difícil acceso cómo el empleo de conceptos y méto- 
dos matemáticos en la filosofía natural se fue abriendo paso 
y legitimando paulatinamente desde fines del siglo XVI en- 
tre los científicos y tratadistas de la Compañía de Jesús, a pe- 
sar del prejuicio aristotélico prevaleciente en sus escuelas. 

En 1646, cuando ya habían aparecido las principales obras de 
Descartes, el Padre Honoré Fabri S.J. todavía critica a Galileo 
porque pretende haber derivado de experimentos relaciones 
cuantitativas más precisas de lo que nuestros sentidos son ca- 
paces de discernir (“Porró experimenti nomine carere debet, 
id omne quod in sensum no cadit”—Fabri 1646, p. 88; cit. en 
Dear 1995, p. 141). Pero, por otra parte, según nos nforma- 
Dear, ya en 1622 el Padre Paul Guldin S.J. había publicado 
una Dissertatio phisico-mathematica de motu terrae. La combi- 
nación “físico-matemática”, un oxímoron desde una perspec- 
tiva aristotélica, figura destacadamente en muchas otras obras 
del siglo XVII, entre las cuales se destaca la Physico-mathesis 
de lumine, coloribus, et iride (1665), en que Francesco Maria 
Grimaldi S.J. hizo público su descubrimiento de la difracción 
de la luz; cf. Dear 1995, pp. 168-179. Curiosamente, en todo 
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su libro Dear no alude ni siquiera de paso a la participación 
que cabe atribuir a Aristóteles en la matematización de la físi- 
ca, a la que me refiero en las $f 2.2 y 2.3. 

Cf. Physica 11.1; 192*8-23, en particular al final: ovoms is ú- 
sens Apxñs mvos ko aitías ToV kieto9ar koi Mpeuelv év 0 
drÓpyel TPOTOS k00” abro xo un «ara ovuBeBnrós (“siendo 
la naturaleza cierto principio y causa de movimiento y reposo 
en aquello en que existe, primordialmente por sí mismo y no 
por coincidencia”). 

Los lectores andinos apreciarán en el acto la propiedad de esta 
traducción. Para los peninsulares inserto esta cita del DRAE: 
“ñato, ta. (Del quechua ñatu). 1. adj. Am. chato (| de nariz 
poco prominente).” 

TÓ ev ydap repurróv goto: «oi TO Úptiov kai tó edOd «oi TÓ 
x«auródov, ¿ti Se áprBuos «ol ypouuh ko oxA ol, Óveo kivñ- 
se0c, CcapÉ Se kai óotodv xa ÚvBporos odxéri, AA TOTO. 
gOTEP Pig OY GAAL” 0d Os TO ka vdov Aéyeton (Physica 11.2; 
19422.7). 

Aristóteles dice téxvn, que tradicionalmente se traduce 
“arte” o también “destreza”; pero en el lenguaje de hoy y en 
este contexto me parece más apropiado utilizar la palabra 
castellana que proviene directamente de la griega emplea- 
da por él. 

énei S' y púors ÓryOc, 7Ó te Eidos xa hy ÚAm, dc Av ei epi a1- 
uótnto< oxoroluev tí gotiv, oUtO Dempntéov: ot” oUT” Úvev 
img TO. tOLADTA OUTE kata Tv VAmy. [...] eig név yap toda 
dpxotovs aroPléyovti Sófetev dv etvo1 Tic lc (émi purpóv 
1óp Tu Hépos EpnedoxMis xo Anuóxprtos tod eídovs xo 10D 
Ti ñv eivon fyavto): el Se Téxyn pruebo nv pú, TÍ 

de avTís Emo uno elógvol TO eiSos ko TNV viv péxpr TOV 
(otov iatpod Dyieioy xo x0MAV ko ohéyua, év vis, ñ diera, 
ópotos Se ko otxodóHLOV TÓ Te £l00G “ñs oixías ko TRIV VA, 
ón rivO0or xo Edla: 0oarótos de xa ¿mt tv 4Aov), kadd TÁ 
puorkñs Ov ein 10 yvopilew dupotépas tU púselrs (Physica 
11.2; 194*12-27). 

¿ori Ó2 tOV OpiCouévov koi TV TÍ ÉOTL TO EV (06 TO O1- 

uov Ta Ó” (a TO koThov. Srapépel e tTADTA ÓTL TO EV OLUOV 
ovvetlmquuévov ¿ori neto Tic VAmc (¿ori yap TO OYUOV kotAn 
pic), h Se xovlótnc Óvev Yin aricOntis. ei Sh TÁvTO TA pv- 
gua Ouoias TÁ acLUó Ayovton, otov pic óp0adMudc rpócoTOV 
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capgá dotodv, 0l ws Ebov, púlov pida phoróc, ÓAMG pLuTÓV 
(ovBevos ydap Óvev kivñoeac ó Ayoc adrÓv, UA) del Exel 
Vimv), SfA0V rúc Sel év toig puorxois to tí ¿ori Entelv xo 
opiteoBan [...] (Metaphysica E.1; 1025*30-10267). 

Ny yGp CapÉ odk Úvev Tñc VAmc, AM? Morep TO OLYLÓV, TÓDE Ev 
TOSE. [...] rádv $” ¿ri tOV ¿v áponrpécel Óvtov TO edOd (og TO 
ouuóv- eró ovvexode yá p* (De anima 111,4; 429*13-19; véase 
también 111,7; 43112-16). 

paév Sh tov Bedv eivar Lóov diidLov áprotov, ote Lon koi 
aióv ouvexhs kai dtOroc drópxel TO Bebo: todro yap 6 Beós 
(Metaphysica A.7; 1072*28-30). Todo el pasaje arriba referido se 
halla en la página 1072. 

Hótepov 82 niav Betéov Thv tovaútnv odoiav Y TAeiovc, ko 
rrócOc, Sel un LovBávew (Metaphysica A.8; 1073*14-15). 
ópOuev Ó€ Tapa iv TOD TOAVTOS TNV ATAR V popúv, Tv kivelv 
gapev thv Tpornv odotawv xo dcivntov, Aa popdg oUOaG 
TAG TÓV TA0VÍTOV AiOLOVE. [...] 4vdyxn xa tOUTOV ExG0TNV 
TÓV popúv dr” dcvitoV te kiveiodon xa.0” adi v kai didtov 
ovoias (Metaphysica A.8; 1073228-34). “El movimiento simple 
del todo” es la aparente rotación diurna del firmamento. 
Recuérdese que los diacríticos que acentúan la diferencia 
entre estas dos palabras griegas no existían en tiempos de 
Aristóteles. El escriba original habría escrito ENNEA por nue- 
ve”, EMTA por “siete”. 

"En 82 érnei patveron xo dbrróxertos xd repipépeo Dor TO 
TO, Oédercto1 O” Oti TAC ÉOXÁTNG TEPLPOPÚC OVTE kevÓV ¿oT1V 
¿Emdev obte tÓTOC, Avéyxn xo 10 TOÓTA OPOALpog1ÓN Elva 
avrtóv. Ei yap ¿otoar edOÓypauos, cvuBhoetan ko. tÓTOV 
eivon ¿Em xo cÓLO kai kevóv. KÚx AO yop oTpEPÓLLEVOV TÓ 
ed0typauov odSérote mv adri v ¿péñel gOpov, AAA” Órcov 
TpótEpOV Av COLO, vdv odx ¿oto1, ko o vdv odk ¿ot1, mÚdv 
goto, 910, Mv rapddiagi tOv yovióv. 'Opotos Se kOv el ti 
GAho oxñua yévorto un loas Exov TOC Ex TOD UÉOOV yPpa uds, 
otov paxosidec Y doeidéc: év érao1 yop ovuBñoeto: koi tónOV 
¿En kon kevóv eivan Tic popúc, Óu% TÓ LN Thv adTV xÓpav 
koréxetv to Ohov (De caelo 11.4; 287*11-22). 

Bien, dirá el lector, pero si tales implicaciones son válidas, ello 
demostraría a lo sumo que en el vacío no puede haber trasla- 
ción, mas no que el vacío mismo no pueda existir. Esta obser- 
vación es justa, pero no tiene en cuenta que el vacío (tó kevóv) 
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fue inventado por los filósofos atomistas justamente para hacer 
frente a la tesis de la imposibilidad del movimiento, sostenida 
por la escuela eléata. Un vacío en que no fuese posible la tras- 
lación sería, desde este punto de vista, una suposición ociosa. 
Compárese, más adelante, la observación de Aristóteles citada 
en la nota 21 (y traducida en el texto que remite a esa nota). 
Me limito a trascribir la palabra griega dvtuiurepictoaore, sin 
pretender traducirla. Designa un hipotético proceso en virtud 
del cual el aire circundante llenaría sin dilación el vacío que 
el proyectil va dejando detrás suyo; al precipitarse así sobre la 
parte trasera del móvil, el aire le imprimiría un impulso que 
lo haría avanzar, produciendo un nuevo vacío, etc. 

Esta segunda explicación del movimiento de los proyectiles 
envuelve o al menos sugiere la idea moderna de la composi- 
ción de velocidades, representable mediante una suma de vec- 
tores. 

¿ti vDv Ev KLVEÍTOLL TO PUTTOUMEVO TOD OAVTOG OVA 
ormtouévov, Y 1 ávtureplotaciw, Worep gviol pacw, Y OLA 

10 ABeiv tóv dMoBévta ¿pa Bártto kivnorw Tñc Tod MoBévTOG 
pops iv pépetal eig tOV oikelov tÓTOV: Ev 2 TO kevú ovÓEv 
todtOV drrápxel, od8” ¿ota pépeoBar UA N (0 TO Óxo devo. 
¿ti oddeic dv éyo1 eimetv 810 tí kivndev orfoetad mov: ti yap 
oo évtavOa $ ¿vta da; ote Y Apeunoel Ñ eic Úrrerpov 
dwdryn pépec Dar, gov uu ti gurodion kpeitrov (Physica 1V.8; 
215*14-22). 

De hecho, Aristóteles habla conjuntamente a todas las formas 
de movimiento natural de un cuerpo a través de un medio, 
esto es, tanto a la caída de los graves (tierra, agua) como al 
ascenso de los leves (aire, fuego). Pero he preferido relatar su 
exposición como si solo se refiriese a la caída, porque pienso 
que al lector actual le resultará del todo ajena y le causará in- 
necesaria perplejidad la consideración de cuerpos intrínseca- 
mente leves que de suyo suben al cielo. 

uGdilov Ó€ TO UN EVOLALPETOV * TOLOVTO ÓE TO TAXUTEPOV 
(Physica 1V.8; 215231). Alejandro Vigo escribe “denso” por 
roxúc, lo que está bien si esa palabra se toma en la acepción 
corriente que tiene cuando decimos que un tejido es denso o 
llamamos “densas” a las tinieblas o a las personas de mente 
muy cerrada. Yo he preferido decir 'espeso', porque en la física 
el término densidad” tiene hoy una acepción precisa —a sa- 
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ber, masa por unidad de volumen'— que ciertamente no es lo 
que raxús significa aquí. 

del Sh doo Av Y dcoparórepov kai Arto ¿urod1o tiró ol 
edóromperótepov 31 00 péperar, Bárrov oioBhoetor (Physica 
IV, 8; 215*10-12). 

10 9 ¿q” 0d A oiodhoeton Sid tod B tóv ¿o? 6 T xpóvov, Sud 
Se 100 A hentotépov Óvtoc tóv ¿q” Y E, ei loov TÓ LOG TÓ 
100 B 10 A, kara thiv ávoadoyiav tod ¿urodilovtog OMLOTOG. 
goto yap to uev B vSop, TO SE A Gp: dom En Aerrrótepov 

¿mp Údatoc xa dÚcoLaTótepov, tosoUTO Bartow TO A Sra Tod 
A oioBnoetar Y Sa ToV B. ¿xéto On tó aúTOV Ayov ÓvrEp 
SigoTnkev Op Tpoc VOMPp, TO TÁXOS TPOS TO TÁXOG. Ote el 
Siuho.ciows Aertóv, ev Surhacio xpóve thiv To B Siero Ñ 

th 10 A, kai £oto1 0 ¿q O T ypóvos Surhácioc 100 ¿y? O E. 
(Physica 1V.8; 215*31-b10). 

Así de fácil es la demostración para nosotros. En cambio, 
para Aristóteles, que no disponía de un número cero ni tenía 
nuestra facilidad para la manipulación algebraica de cantida- 
des, la cosa se complica. Leemos: “No hay ninguna propor- 
ción (Aóyoc) en la cual el vacío sea excedido por un cuerpo, 
así como no hay proporción entre la nada (tó indév) y un nú- 
mero” (Physica IV, 8; 215*13-14). Cornford traduce la última 
frase así: “any more than zero can bear a ratio to a number”. 
La traducción undév = 'zero' es quizás menos anacrónica de 
lo que parece, pues el cero figura ya en cálculos anotados en 
tabletas mesopotámicas contemporáneas de Euclides, en pa- 
piros egipcios de la época helenística y, por cierto, en las ta- 
blas trigonométricas de Tolomeo (c. 90—c. 168 d.c.). El filósofo 
neoplatónico Jámblico (c. 245—c. 325 d.c.) llama al cero, ovdév; 
Russo (2004, p. 43, n. 49) sugiere que la inicial de esta palabra 
griega podría haber dado origen al símbolo 0, que durante el 
medioevo nos trasmitieron los árabes. 

El texto de Aristóteles prosigue con un pasaje incomprensi- 
ble para mí (Ibid., 215”14-22). Para facilitar el análisis, distingo 
cuatro proposiciones mediante números entre corchetes: “[1] 
Si cuatro excede a tres en uno y a dos en más [de uno], y aún 
en más a uno que a dos, entonces no hay una proporción en la 
cual [cuatro] exceda a la nada. [2] La cantidad mayor se divide 
necesariamente en [dos partes, a saber,] el exceso y [la cantidad 
menor a] la que excede, de modo que cuatro se repartirá entre 
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el exceso y nada. ([3] Por esto tampoco la línea excede al pun- 
to, a menos que ella conste de puntos.) [4] Del mismo modo, 
el vacío no puede tener ninguna proporción con lo lleno, tam- 
poco en cuanto al movimiento, sino que si [un móvil efectúa] 
un movimiento del tal magnitud en tanto tiempo a través del 
medio más sutil, [el que haría] a través del vacío supera toda 
proporción (dAM” ei 910 tod AertotátoV év tOCMÍL TV TOOÑVÍE 
péperan, OU TOD kevod ravtós dbrepBdiAel AL0yov).” Entiendo 
que la proposición [4] enuncia elocuentemente, a su manera, 
la conclusión que derivé arriba de las ecuaciones (1) y (2). Pero 
no veo que [4] se deduzca de una o más de las proposiciones 
[1]-[3]. Como en efecto “cuatro excede a tres en uno y a dos en 
más [de uno], y aún en más a uno que a dos”, la conclusión 

[4] se deduciría por modus pollens de esta verdad y el condicio- 
nal [1], siempre que el condicional [1] fuese verdadero. Pero [1] es 
un non sequitur, ya que su antecedente habla de diferencias, no 
de proporciones: que 4-3=1y4-2>1y4-1>4-2no nos 
dice nada sobre la proporción entre 4 y “la nada”. Que 4 exceda 
a3en1,ya2en2,ya len 3, puede tal vez ayudarnos a ver 
lo obvio, a saber, que 4 excede en 4 a 0 (“la nada”), pero esto 
no implica que no exista la razón 4:0. En términos generales, 
como los que Aristóteles emplea en [2], u > v implica que u = 
(u — v) + v; pero esta igualdad nada nos enseña sobre el pro- 
ducto uv o la razón u:v. En cuanto a la proposición [3], la inclu- 
yo para que no se diga que mutilo a Aristóteles, pero ella no 
me brinda ninguna luz. En su traducción, Vigo mejora el texto 
de Aristóteles insertando antes de la coma la cláusula ”[en una 
proporción determinada)”; pero la luz que esto arroja sobre el 
significado de [3] está tomada de [4] y no ilumina el tránsito de 
[2] a [4] que [3] estaba destinada a aclarar 

¿ti uev odv ei ¿ori kevóv, ovuBalver todvavtiov Y Ol Ó xo.- 
zaokeválovor ol púckovtEc elvo kevóv, pavepóv éx tÓv 
eipnuevov (Physica 1V.8; 216*21-23). 

El texto trasmitido dice “una parte de C que tenga con toda C la 
misma proporción que A tiene con E” (mi tig T dvddoyov Tpos 
Thv ÓAnv tiv T 05 70 A rmpos to E). Pero obviamente hay que 
intercambiar A y E, pues, aunque se trata de negar esta propor- 
cionalidad, para que valga la pena negarla es preciso que sea 
por lo menos plausible. Como dice Ross, “in *15 (1 TO A Tpdc TO 
E is carelessly put for (5 10 E poc to A” (Aristotle 1956, p. 685). 
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Physica, VIL.5; 249”27-250%19: "Enel Ó€ TO kiVODV kivel Ti 

del xo Ev tivi ko uéxp1 tov (Aéyo Óe to uev Ev tuvi, Oti év 
ypóvo, TO Se néxp1 toV, Ót1 TOGÓV TL HÑKOG* dEl yO OO. 

kwel «ol kekivnkev, (0te rooóv ti goto O ¿xiviBn, ko év 
ToGó), el ÓN TO LEv A TO kiwobv, TO S2 B 10 kivoUpievov, Ócov 
Se xexivnto1l uñxos TO T, ev d0w Óe, Ó xpóvoc, q” O TO A, év 
$7 70 (00 xpóvo € ton Súvapic y eq? o TO A 70 Yurov 700 B 
Sutho.ciov Tic T kiwvioer, mv de to T év 10 huioel 100 A: oUtO 
y0p Avdádoyov gota. ko el Y adn Sdvapig TO adTÓ ¿v tOÓl 
TO ypóvo tOOÑNVÍE kivel kal TV huicelov év TO Nuicel, kai Ñ 
huícero ioxde to furov kivhoel év 10 00 xpóvo To Toov. otov 
Tic A Óvvdueos ¿otro huicera y TO E «ai tod B 10 Z furov: 
ouoíaos ÓN Exovo1 xa vddoyov hy ioxde Tpos TO Bápoc, ote 
toov év (00 xpóvo kiVAoovotv. kad ei TO E 70 Z kiwel év TO A 
mv P, odx dvdyxn ¿v 10 (00 xpóvo TO ¿q? o E 7o Suri do1oV 
100 Z kiwelv mv huioeav tics TP: ei Sn TO A thv to B kivel év 
70 A don v hy 10 T, 10 foo 100 A 70 ¿p” dy E tiv 70 B od kivh- 
gel év 10 xpóvo ¿o 6 19 A 008” Ev tivi tod A mi rc T dvádo- 
yov TÍpoc thiv 9lmnv tv TP 05 10 A pos to E: Óloc yop el Etuxev 
kin oel odOév : 0d ydap ei y OA loxde toomvde ¿xivnoev, í 
huícero od kuvhoel odte roo nv oUT” év órooModv : ei yap Óv 
kiwotn to rhotov, elrep $ te TV veoAkóv téuveton ioxdc eic 
tóov Gáipid dv «oi TÓ ÑOS O Tróvtes Exivnoaw. 

Russo, que percibe a Aristóteles como figura crepuscular de 
un pensamiento precientífico que los matemáticos griegos 

de los siglos III y Il a.C. dejarán atrás (y que, como vimos 

en la $1, ya había superado ampliamente su contemporáneo 
Eudoxo), propone el segundo párrafo del texto citado (250*9- 
19) como testimonio del “salto cualitativo de la filosofía natu- 
ral aristotélica a la ciencia helenística” (2004, p. 25). El fracaso 
de Aristóteles se debería a que “las fuerzas, tiempos y despla- 
zamientos de que habla no son entes inmanentes a una teo- 
ría científica, sino que los concibe como objetos concretos, 
cuyas relaciones mutuas puede comprenderse mediante la 
especulación filosófica.” El ejemplo de sentido común ofreci- 
do por Aristóteles habría sido refutado un siglo más tarde por 
Arquímedes (c. 287-c. 212 a.C.), quien “diseñó, dentro de su 
teoría científica de la mecánica, un ingenio que (mediante un 
sistema de poleas) capacitaba a un hombre solo [...] para arras- 
trar hasta el agua una nave encallada en la arena en el puerto 
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de Siracusa. [...] En vez de reflejar el mundo en la especula- 
ción filosófica, el método científico ha cambiado el mundo, 
permitiendo el diseño de una máquina que elimina la imposi- 
bilidad observada por Aristóteles” (Russo 2004, pp. 25-26). 

De incessu animalium, 9; 708*21-709%4: ¿ti 8? ei undev hv hpe- 
podv, odk div Av kdy1c 008” evBuvorc, ex tóvde SiAov. ¿ori 
y0p kóyrc uev T ¿8 edbéoc Ñ eic mepipepes Ñ els yoviav ueta- 
BoAñ, evBuvorc d” y ¿x Borrépov tToUTOV gis edOÚ. ¿v ÚrTá ca 
Se toi eipnuévons neta Bodas dvdyrn ros ev onuetov mv 
KÓJNyIv ñ Thy evOvvorw riveodoa. GAMA un KóJyEós Ye an 
ovons ot” Uv nopeía oUte vedors ote ron NV. TO EV 10p 
vróroda éreión év exatépo tÓv Avtireuévov oxelv év épel 
Totaton «on 1o Bápos toxel, dvayratdov Barépov rTpoPBaivovtoc 
Bartépov roweiodor kóuytv. loa te yOp TÉQUKEV Eye 10 

pel TO Gvtiotorxa kOo, xo Op0dv Sel eivar tó dpEOTÓS TÓ 
Báper, otov káBerov rpos thv yñv. dtov Se rpoBatvn, yiveron Í 
UIOTEÍVOVOOA 01 Suvanévn TÓ pévov néyedos xo mv Heta£ó. 
enel O (00 TO KO», dvdoyen, xó yal TO uéVvov, Ñ év TO yóVvaTI 
% év TA xónyer, otov el ti yóvotov ein tóv Badilóvtow. 
Pseudo-Aristóteles, Mechanica, 1; 847*16-25. Tres observacio- 
nes sobre mi traducción: (i) hacer algo contrario a la natura- 
leza' corresponde a ti Tapa pvc rpúon, literalmente, hacer 
algo que excede o supera a la naturaleza”; pero la preposición 
Topo. seguida por el acusativo x significa “en violación de x”, “en 
trasgresión de x' ya en Homero (Od. 14.509) y se usa de esta 
manera (con x= pvc) 32 veces en las obras de Platón y 190 
veces en el corpus aristotelicum, (ii) dejo sin traducir mekhané 
(unxovñ), el antecedente griego de nuestra palabra 'máquina'; 
designa cualquier dispositivo o procedimiento para procurar 

o procurarse algo (uexováoua); (iii) técnica” corresponde a 
téxvn, como expliqué en la nota 6. Doy a continuación el tex- 
to griego: Útav odv Sén ti Tapa poo rpúEar, Lo To yahe- 
rov Groplawv rapéxer xo Setra téxvnc. 910 ko. xoLoduev Tñc 
TÉxvnS TÓ TEPOG TAG TOLOÓTOAG ropa Bondodv uépos unxovñv. 
[...] tovodta Sé éotiv év oic tó te ¿LórTova kpartel tv nerlóv- 
wv, ko TO Porn v Éxovta urepov kiwel Bápn peyódoL, ko.d TÓVTO, 
oyed0v 000 TOV TpoPAUÁTOV UNXOVUKO TPOCAYOpevouev. 

Cf. Platón, Timeo 36e5, 37d8, 37€e4. 

TÓ ev yop avtod yéyove kai odx dot, to Se ugAer xo oÚTO 
¿otuw. ¿x 2 toUTOV xo O Órerpos xori O del LauPovóuevos 


Notas a las páginas 65-68 


31 


32 


33 


34 


APÓVOG OVYKELTOL. TO O” ¿xk un ÓvtOV OVYyKeluevov UOdVaTOV ÓLv 
eivon Sóbere peréxer odoías (Physica IV,10; 217b33-218a3). 
Es oportuno señalar que las palabras griegas que traduzco 
con “existir”, “existencia”, “existente” son todas formas del ver- 
bo eivan, “ser”. San Agustín escribe: Duo [...] illa tempora, prae- 
teritum et futurum, quo modo sunt, quando et prateritum ¡am 
non est et futurum nondum est? Praesens autem si semper esset 
praesens nec in prateritum transiret, non ¡am esset tempus, sed 
aeternitas. Si ergo praesens, ul tempus sit, ideo fit, quia in prateri- 
tum transit, quomodo et hoc esse dicimus, cui causa ut sit illa est, 
quia non erit, ut scilicet non vere dicamus tempus esse, nisi quia 
tendit non esse? (Confessiones X1,14). 

TOVTOG MEPLOTOD, ÚvTTEp Ñ, dvéyn, Ote Éotiv, ÍtOL TÓVTOL TO. 
uépn eivor ñ ¿vio TOÓ SE xpóvov TA Ev yéyove TO Se nél El, 
¿ot 9” odvdév, Óvtoc uepioTOD. TO de VDV OÚ HÉpoc: Metpel te 
y0p TO LÉpoc, kai ovyxeto9a.1 Sel TO ÓLoV éx tÓvV uepúdv: O Se 
ypóvos od Soxel ovyxeio0or éx tov vdv. (Physica 1V,10; 218*3- 
8) 

Por otro lado, aunque es claramente imposible vivir actual y 
concretamente un instante sin duración, no hace falta mucho 
refinamiento intelectual para abstraerlo y fijarlo. La sombra 
de una estaca vertical se acorta continuamente a medida que 
sube el Sol, alcanza una longitud mínima al mediodía y luego 
crece paulatinamente. En vista de ello, es razonable concebir 
al mediodía como un punto en el tiempo, en el cual la sombra 
deja de acortarse y empieza a crecer. Esta noción de un punto 
en el tiempo, que no ocupa tiempo pero separa dos partes con- 
secutivas del tiempo, desempeñó un papel ya en los argumen- 
tos contra el movimiento atribuidos a Zenón de Elea y, como 
estamos viendo, fue elucidada y utilizada por Aristóteles. La 
noción se ha incorporado al sentido común con el uso gene- 
ralizado de los relojes; aunque aun los mejores entre estos no 
pasan de dividir el tiempo en intervalos de duración brevísima 
pero finita. 

Según las fuentes antiguas, Aristóteles se refiere aquí a Platón 
y a los pitagóricos, respectivamente; cf. Simplicio 700.18 y 
Diels-Kranz 45B33. 

Para AauBóvo = “atrapar, pillar, detectar, hallar”, cf. Heródoto 
2.89; Esquilo, Prometeo 197; Sófocles, Edipo rey 266; 
Aristófanes, Avispas 759. 
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La palabra kivno1c, que traduzco como “movimiento”, cubre 
para Aristóteles no solo el cambio de lugar (popd,), sino tam- 
bién la alteración (41A2oíoo1c), vgr. el cambio de color, y el 
crecimiento y consunción (avénors koi pOiorc). La palabra 
uetaBoAn, que traduzco “cambio”, abarca además de las tres 
formas de cambio citadas, la generación y corrupción de las 
sustancias. Que el tiempo pertenece al movimiento de cual- 
quiera de estas clases está dicho expresamente en Physica 
1V,14 (22332-33). Con todo, para entender lo que Aristóteles 
dice sobre el tiempo y el movimiento, “movimiento (xivno1c) 
puede entenderse casi siempre —y desde luego en todos los 
pasajes decisivos— en el significado que normalmente tiene 
para nosotros, esto es, como sinónimo del cambio de lugar. 
Para una mente vulgar como la mía es justamente al revés: en 
la autopista de Santiago a Valparaíso, Casablanca está después 
de Curacaví porque hay que pasar junto a este varios minu- 
tos antes de llegar a aquella; si viajamos desde Valparaíso a 
Santiago, Casablanca está antes de Curacaví. Pero il maestro di 
color chi sanno practica sin remilgos lo que Bergson (1886) lla- 
mará la espacialización del tiempo. 

Entiendo: por cuanto el tiempo y el movimiento van siempre 
juntos y se corresponden. Vigo traduce “por cuanto uno de 
ellos sigue siempre al otro”. Esto está muy bien, siempre que 
se refiera al tiempo y el movimiento. Pero, a la luz del con- 
texto, podría entenderse que Aristóteles está diciendo que lo 
posterior sigue siempre a lo anterior, una banalidad que no im- 
plica que en el tiempo hay lo anterior y posterior porque los 
hay en el movimiento. 

TO ÓN TpótEpoOV ka VoTEPOV Ev TÓTO TPÚOTÓV ÉOTIV. EVTOÑ- 

9a név Sn 1 Décer: émel Ó” év to peyéBel doti TO TpÓtEPOV 

ko Votepov, dvdyxn xod év kuvhoel eivon TO TpóTtepov ka 
Votepov, dvdádoyov toTg éxel. AMA uN v kol év gpóvo dotuv TÓ 
rpótepov koi Votepov So TO áxoLovBeiv dei Batépo Búre- 
pov avtúv. [...] 4Aka uv kai tov xpóvov ye yvopilouev Óto.v 
ópicouev TRÍV kÍvnotv, TO Tpótepov kai Votepov Ópilovtes* 
ko TÓTE papév yeyovévol xpóvov, Ótov TOD TpotÉpPov «ai 
votépov év TA kiwioel ato8now A PBonev. opilonev Se 10 
GAO ko.tt ¿Ao drroLaBelv ATA, kal uetagó ti aAdTOV EtEpoOV * 
ÓtOV yGp ÉtEPOL TO UK pa TOD LéÉCOV VOÑNOOLEV, Kal ÍvO ein 
wuxh TO vDv, TO EV TpótEPOV TO Í” VotEpoOV, TÓTE Ka TODTÓ 
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pouev eivan xpóvov (Physica 1V,12; 219*14-29). 

Newton 1707, p. 2; pasaje citado en el capítulo 1, nota 11 (p. 
311). 

“This is just what is time, the calculable measure or dimension 
of motion, with respect to before-and-afterness” (Aristotle 
1929, 1:387). Pongo en cursiva la frase que corresponde al 
vocablo griego «pi9uós en esta traducción. Como Wicksteed 
falleció antes de terminarla, supongo que Cornford es respon- 
sable de la versión publicada. Ella es bastante libre —como 
demuestra este ejemplo— y está llena de glosas, que no se 
consignan como tales, supongo que porque el griego está al 
frente y el traductor supuso, pero es interesante y muy útil si 
se la lee con cautela. 

Como señalé en el capítulo 1, nota 2, los griegos no clasifican 
el uno como número. En alguna medida, este punto de vista 
sobrevive en el uso ordinario actual del castellano. ¿Qué di- 
ría un empresario a quien un vendedor le informa que “hay 
cierto número de interesados en nuestro nuevo producto”, si 
resulta que ese número es uno? ¿o cero? Por otra parte, cuatro 
líneas más abajo, Aristóteles dice que “el mínimo respecto al 
número es el uno o el dos” (¿Ldx1otOG yOp kata uev dpr9óv 
éotu ó ele N ol 900 —22031-32). 

pavepóv de xo Oti TOXOG pev «ol Bpodvs o MéyEToa, ToAdG Se 
xo ÓMyog xo Hoxpos xo Bpaxós. A pev yap AS Hoxpos 
xo Bpoxós, 1 y Sé dprbnós, roAdG xo. ÓMyoc. tOxYdC e xo Bpa- 
Sds odx dot: 0082 yop dpriBos Y piduoduev TAxdG kai Bpa- 
Sos ovdeic (Physica 1V,13; 220a32-220b5). 

xo O AÚTOG Él TOAVTAOD ULO: Tpótepov De kai Votepov OUx Ó 
avtóc, óti xo y petoBoA y pev rapodoa nia, y Ó€ yeyevnuevn 
koi h uélovoa ¿tépo,, 6 Se xpóvos ápiBuós éoruw [...] O prb- 
noúuevoc, odtoc Se ovufalver rpótepov koi Votepov del Éte- 
pos* TO yAp vdv gtepa (Physica 1V,13; 220*5-8). 

Con Carteron y Vigo entiendo que tú (de los') es neutro plu- 
ral y suplo “objetos” (por su parte, en la traducción de Oxford, 
Hardie y Gaye toman tó como femenino y suplen “move- 
ments” — “movimientos”). A la hora de especificar de qué 
objetos se trata, juzgo que de ningún modo pueden ser los 
movimientos, sino justamente lo numerado, esto es, los su- 
cesivos ahora o —equivalentemente— los lapsos entre ellos. 
Si el texto trasmitido se entiende así no hay que enmendarlo 
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como quiere Ross (para quien “el número”, 6 «piBuoc, sería 
una glosa insertada por un escriba). No está demás recordar 
que el familiar supuesto que Aristóteles hace suyo en este pa- 
saje fue impugnado por la teoría de la relatividad de Einstein 
y demolido por los experimentos que la corroboran: dos relo- 
jes atómicos trasladados alrededor del mundo en aviones que 
vuelan en direcciones opuestas no marcan el mismo número 
de segundos desde que se separan hasta que se reúnen, no 
porque uno se atrase o el otro se adelante, sino porque el nú- 
mero de períodos isócronos de la emisión estándar del cesio 
que cuenta cada reloj entre esos dos momentos no es el mis- 
mo sobre las diferentes trayectorias cósmicas seguidas por 
ellos (Hafele y Keating, 1972). 

Ó AbTOS 10p XpÓvOS xo els Ó 1005 xo ápo.: eióe1 Se xo ol un 
ÓnO- el 10p elev KÓvEs, 01 50 tro, ExÓTEpor 9% ETO., O AÓTOG 
dpu0óc. ovtO Se xal TOV kivhoeov tOV a repovoévov 

Ó aúTOc xpóvoc, AMO € uev toxeia toos y Sw 08, koi N uév 
popa y Sw «Ahoiwo15: O uévtOL IPÓVOG O ALTOS, ElTTEp ko. 10 Oc 
ko áno, Tñc te OS xo TÍ popús. «ol ÓLO TODTO Ol 
pev Kwhoets ÉTepa Ko xopís, 0 Se xpóvos TOVTOJOÓ Ó AbTÓS, 
ómti ko O GpiDuos ela ko. Ó aros ravtaxod ó tóv Ícov kal 
Go (Physica 1V,14; 223* 3-12). 

émel $” ¿ori popa koi tadrma hy kóxAo, piBueitos d* Exaotov 
evi tivi ovyyevel, Lovádes Lovdádr, terror 9” Trio, oUTO (SE) koi 
Ó xpóvoc xpóvo tul Opicuévo, netpeitar Ó”, Morep elropiev, Ó 
te xpóvos k1ivhoel xo h «iuwño1s xpóvo (tobto $” ¿otiv, Óti VO 
TÑC OpiÉVNG kUVÑOEOG IPÓVO LetpElTOL TÁG TE KIVOEOG TO 
TooÓv xo. TOÓ ypóvov)—ei odv TO TPÓTOV LÉTPOV TÓVTOV TÓV 
ovyyevOv, y kvxlopopía € OuaAnc uétpov UGALOTOL, ÓTLO Opi- 
Buds 0 TAdTIC yVOPwOTaAToG. ¿Aotwo1c nuev odv odS2 avEnorc 
ovÓs yéveo1c OUK elolv Ouadetc, popa 9” ¿otiv. 10 kai Óoxel O 
ypóvos eivon K TÁG Opatpas kivnorc, ón Tady nerpodvron a 
dhoa1 kuvñoers xo O xpóvos taúry TA kwñoel (Physica 1V,14; 
223"12-23). 

Algunas líneas más arriba (21918 y ss.), Aristóteles había asi- 
milado el ahora (tó vdv) al móvil trasladado (tó pepóuevov) en 
un texto que trascribo un poco más adelante. 

pavepov de kai Oti elte ypóvos un eín, to vdv odk dv en, elte 
TO vdv un eln, xpóvoc od« Ov eln : LO yOp (orEp TO PEpó- 
uevov ko Ñ popá, oUTOS «at ó ápiBuos ó TOÍ peponévov kad 
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O “ñc popús. xPÓVOS Ev 10p 0 Tñic POpúc pic, TO vbv Se 
05 TO pepónevov, olov ovas pr0 od. (Physica 1V,11; 219*33- 
2204) 

Uso dos verbos donde Aristóteles emplea uno solo, cuvéxn, 
“tiene y mantiene unidos; el sustantivo ovvéxeta (tcontinui- 
dad”) —utilizado en la frase anterior— y el adjetivo ovvexhs, 
-és (“continuo”), son derivados de este verbo. 

todro Se O név rote Ov TO avró (7 oTuyun yop A ABoc Ñ ti GAO 
toLoDTÓV £0T1), TO LYyO Se 4ALO, Gorrep oi cop1icTal LuBá- 
vovow ¿tepov To Kopicxov ¿v Avxeío eivon kad tó Kopícxov 
év diyopú. ko todto Eh TO 4 xo11 GA 2OÓ1 Elva Érepov- TO 
Se peponévo dxoldovBel TO vdv, Horep O xpóvos Ti kivñoel (10 
y0p peponévo yvopifonev TO TpótEpoOV kai Votepov év k1ivñ- 
cel, 1 $” áprduntov TO Tpótepov ka Votepov, TO VdV ÉoT1w): 
(OTE KO. év TOÚTOLE O uév Trote Ov vdv éOT1, TO AÚTÓ (TO TpÓTE- 
pov y0Op ko Votepóv ÉOTL TO Ev Kwhoen), 70 $” eivan Etepov 

(a (h dprBuntóv va TÓ TIPÓTEPOV xo. VOTEpoY, TO VÓV éoti). [e] 
got pev ODV 005 TO ADTO TO VDV arieí, éoti Ó” 05 0Ú TO AUTÓ: ko 
yop TO pepónevov (Physica 1V,11; 219*18-33). 

Esta definición de “continuo' es inaceptable para nosotros y 
creo que lo habría sido también para Aristóteles si lo hubiese 
pensado mejor. Consideremos el cuadrado ABCD, con base 
AB y diagonal AC. Dividamos AB por la mitad, y cada mitad 
por la mitad, y así sucesiva e indefinidamente. Tomemos aho- 
ra un círculo con centro en A y radio igual a la mitad de AC. 
Este círculo corta AB en un punto que llamaré P. Eliminemos 
P. De acuerdo con la definición aristotélica citada, el segmen- 
to AB, así “pinchado” en P, es tan continuo como el segmento 
AB sin pinchar, pues ambos son indefinidamente divisi- 

bles, del modo indicado, exactamente en los mismos puntos. 
Una definición satisfactoria de “continuo' fue propuesta por 
Dedekind (1872). Basándonos en ella, podemos establecer 

la continuidad de cualquier lapso de tiempo T, de una ma- 
nera acorde con el pensamiento de Aristóteles, como sigue. 
Pensemos en todas las maneras posibles de dividir el lapso 

T mediante ahoras sucesivos. Separemos a todos esos ahoras 
concebibles en dos grupos H y K, de tal modo que todos los 
ahoras pertenecientes al grupo H sean anteriores a cada uno 
de los ahoras pertenecientes al grupo K. Dado T, son inconta- 
bles los pares (H,K) que satisfacen este requisito, pero todos 
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ellos cumplen la condición siguiente: o bien H contiene un 
ahora que es posterior a todos los demás ahoras en H, o bien 
K contiene un ahora que es anterior a todos los demás aho- 
ras en K. Según Dedekind, el cumplimiento de esta condición 
caracteriza la continuidad del tiempo (o de cualquier otro sis- 
tema similarmente ordenado). Retomemos nuestro primer 
ejemplo. Las divisiones posibles del segmento AB, pinchado 
o no, pueden ordenarse según su menor o mayor distancia 
del punto A. Es posible entonces clasificar esas divisiones en 
dos grupos, el primero de los cuales contiene las divisiones 
cuya distancia de A es menor que AP y el segundo de los cua- 
les contiene todas las demás divisiones. Los dos grupos así 
formados satisfacen el requisito que impusimos al par (H, K). 
Si P forma parte del objeto en cuestión, será el primer miem- 
bro del segundo grupo; pero si P ha sido eliminado, el primer 
grupo no contiene una división mayor que todas las demás de 
ese grupo y el segundo grupo no contiene una división me- 
nor que todas las demás de ese grupo. Por tanto, conforme a 
nuestra definición a la Dedekind, el segmento AB sin pinchar 
es un continuo, pero el segmento AB pinchado en P no lo es. 
De este modo, la definición de Dedekind se ajusta mejor al 
significado intuitivo de “continuo” que la de Aristóteles. Sin 
embargo, la insuficiencia del criterio aristotélico de continui- 
dad no perjudica su argumento contra Zenón. Este demanda 
solo que la divisibilidad infinita sea una condición necesaria 
de la continuidad, aunque no sea una condición suficiente de 
ella. Y todo continuo en el sentido de Dedekind es, por cierto, 
infinitamente divisible. 

Aristóteles dice uéyedoc, 'magnitud'; pero la próxima frase 
aclara que habla solo de magnitudes que se recorren, esto es, 
de longitudes o distancias. 

é¿x tóv eioBótov Ayov Atyeodor pavepóv (ar eíep Ó xpó- 

vos goti ouvexñs, Óti ko to uéyeBoc, eímep év 10 huloel 
ypóvo fuiov Siépxetor ko mic év TO ¿hdrtov1 ¿hartov- 0 
yop ata Suapécers gcovia1 tod ypóvov kai tod ueyéBovs 
(Physica VL,2; 233*13-17). 

ÍmOc yap Agyeton kodl TO uñ oc kol Ó xpóvos Úrerpov, xo. 
ÓAoG TÚ TO OUVEXES, YTOL «ata Sraipeorv Ñ TOTS ÉOyÁTOLC. 
TOV ev odv xard TO roGÓV drelpov odx ¿vSéxetos Úyacdor 
év reTEPACUÉVO IPÓVO, TOV Se kata Oraipeotv évdéyeton: koi 
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y0p ATOG Ó xpóvoG OÚTOG ÚTTELpOG. OTE ÉV TO Grreipo ka odk 
év TO rerepacuévo ovuBalver Duévol TO ÚTrTElpov, Kal ÓTTEo- 
9a1 TV árreipov toíc drrelporc, od tots rerepacuévors (Physica 
V1,2; 233*24-31). 

Con todo, estos filósofos podrían reclamar que Aristóteles los 
respalda en el tercer pasaje de la Física donde critica los argu- 
mentos de Zenón (VII1,8). Dice allí que la solución ofrecida 
en VI,2 responde satisfactoriamente (ixovés) a la cuestión 
propuesta, en cuanto indica cuáles son los tiempos de que el 
corredor en efecto dispone para recorrer las infinitas etapas 
en que se puede dividir la carrera. Sin embargo, la solución 
“no es satisfactoria con respecto a la realidad y a la verdad” 
(poc Se to TpPúGyua xo Thv dANBeLav ody ikavs —263:17- 
18), pues no resuelve las dudas de quien, haciendo un lado la 
cuestión de si es posible o imposible pasar por infinitos luga- 
res diferentes en un tiempo finito, pregunte acerca del tiem- 
po mismo, si contiene o no infinitas divisiones. Enseguida 
Aristóteles se embarca en una disquisición sobre la división 
en partes del trayecto, la traslación y el tiempo, en el curso de 
la cual sostiene que una división que se hace efectiva rompe 
la continuidad de lo que divide. Pero las divisiones invocadas 
tanto en la aporía de Zenón como en la solución de Aristóteles 
son meramente potenciales según este. “Así, a quien pregunta 
si es posible recorrer infinitos en el tiempo o en el espacio (év 
uñxe1) hay que decirle que en un sentido es así pero en otro 
no: en cuanto existen en acto no es posible, pero en cuanto 
existen en potencia sí lo es” (263"3-6). Este distingo entre exis- 
tencia en acto (évtedexeiq) y en potencia (Svvóper) no le sirve 
a un filósofo de hoy que profesa la cabal actualidad del movi- 
miento, pues para él un móvil ocupa actualmente, en instan- 
tes sucesivos, las distintas posiciones que va tomando en su 
camino. Si estas son infinitas, actualmente infinitos tienen 
que ser también los distintos ahoras en que el móvil está en 
ellas. Desde este punto de vista, parecería que un filósofo de 
hoy que retenga la concepción del tiempo que la física mate- 
mática heredó de Aristóteles difícilmente puede negar la exis- 
tencia del infinito actual proclamada por Cantor. 
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AL CAPÍTULO 3 


Russo (2004, p. 68) señala que el método de Eratóstenes hoy 
les “parece casi banal a muchas personas que pueden expli- 
carlo fácilmente con la ayuda de un dibujo”. Sin embargo, “en 
toda la Antigúedad ni un solo autor latino logró describirlo de 
un modo coherente”. “La dificultad —prosigue Russo— no re- 
side en el razonamiento geométrico, que en sí mismo es muy 
simple, sino en entender que uno puede derivar conclusiones 
sobre la tierra entera razonando sobre un dibujo. Quien va de 
ida y de vuelta en el pensamiento entre un dibujo y el mun- 
do utiliza, casi siempre inconscientemente, reglas de corres- 
pondencia [...]. Solo haciendo explícitos todos los supuestos 
subyacentes [...] se puede crear un modelo teórico que, siendo 
aproximadamente aplicable a la Tierra, sea también suscep- 
tible de ser representado por un dibujo y así suministre un 
puente lógico entre ambos.” 

Estrabón (2.5.7) y casi todas las fuentes clásicas mencionan 
esta cifra, pero Cleomedes (De motu circulari, p. 102, Ziegler) 
la “redondea” y reduce a 250.000 estadios. Si la circunferencia 
de la Tierra mide 252.000 estadios, el grado de latitud mide 
exactamente (252.000 + 360) = 700 estadios. En vista de esto, 
Russo (2004, p. 277) sugiere que Eratóstenes quizás redefinió 
el estadio de modo que equivaliese a una fracción convenien- 
te del meridiano terrestre (anticipando así el procedimien- 

to empleado en la definición del metro por la 1* República 
Francesa). 

Originalmente, un estadio (stóá10v) es la distancia que un 
hombre puede correr a toda carrera sin perder el aliento. 
Según las reglas del atletismo helénico una carrera de un es- 
tadio medía exactamente 600 pies. Aunque el pie no era exac- 
tamente igual en todas las ciudades griegas, las variaciones no 
pueden haber significado una diferencia de más de 10 metros 
en la longitud del estadio. Básandose en el tamaño del pie 
ático, Tannery (1895, p. 108) fija en 185 (+ 5) metros la longi- 
tud del estadio atlético. Pero los Tolomeos de Alejandría adop- 
taron un pie igual a 2/3 del codo egipcio, del cual sabemos 
que era aproximadamente igual a 52,5 centímetros. El esta- 
dio alejandrino de 600 pies equivalía entonces a 210 metros. 
Para medir las distancias largas, los egipcios utilizaban una 
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unidad que los autores griegos llaman oxoívoc, igual a 12.000 
codos y por ende a 30 estadios alejandrinos. Pero Plinio, en 
su Historia natural (X11.53) dice que Eratóstenes contaba 40 
estadios por cada oxotvoc. El estadio de Eratóstenes equival- 
dría, según esto, a 300 codos egipcios, esto es, 157,5 metros. 
Esta equivalencia, establecida por Hultsch (1882, p. 61), en 

su prolijo estudio de la metrología grecorromana, y acepta- 

da por Tannery (1895, p. 110), Dreyer (1901, pp. 17576) y 
Heath (1913, p. 339), merece dudas a otros. Así, B.L. van der 
Waerden, tras explicar el modelo de Eratóstenes y citar la mag- 
nitud de 250.000 estadios para la periferia de la Tierra que le 
atribuyó Cleomedes, agrega que “como no conocemos la exac- 
ta longitud de un estadio, solo podemos decir que el orden 

de magnitud está bien” (1975, p. 230). Por su parte, George 
Sarton (1952, p. 510n) observa juiciosamente que los valores 
discrepantes atribuidos a Posidonio por diferentes autores 
antiguos —a saber, 180.000 y 240.000 estadios— pueden fácil- 
mente reconciliarse si se trata de estadios diferentes, tales que 
una milla contiene 7.5 de unos y 10 de los otros. Obsérvese 
que esta es exactamente la proporción entre el estadio ale- 
jandrino y el utilizado, según Plinio, por Eratóstenes. Creo 
por esto que el conflicto aparente entre los dos valores atri- 
buidos a Posidonio confirma el testimonio de Plinio. De he- 
cho, el valor de 240.000 estadios es atribuido a Posidonio por 
Cleomedes, a quien le convenía en ese contexto usar la unidad 
de Eratóstenes, de cuyo valor estimado pasa a hablar ensegui- 
da. Como indiqué en la nota 2, Russo piensa que Eratóstenes 
podría haber redefinido el estadio para obtener precisamente 
un meridiano terrestre de 252.000 estadios. 

Sea A = Alejandría, S = Syene y P = el punto donde el meri- 
diano de A corta el paralelo de S. Si APS fuera un triángulo 
rectángulo plano cuyos catetos PS y PA están en la proporción 
de 3 a 7, tendríamos que AS:AP =7.62:7.00, y el error ascen- 
dería a 62/700, casi un 9%. Pero el teorema de Pitágoras no 
puede aplicarse sin más al triángulo APS, que no es plano y 
que, salvo por un lado, está delimitado por curvas que no son 
geodésicas. Además, en la latitud de Syene, 1? de longitud 
mide algo menos que 1? de latitud, de modo que PS:PA < 3:7. 
En virtud de esto, el error generado por la diferencia de lon- 
gitud entre Alejandría y Syene sería más bien del orden del 
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7%. Comparando este resultado con la primera línea del cua- 
dro en la p. 85, se llega a la conclusión de que, si el estadio de 
Eratóstenes efectivamente equivale a 157,5 m, su cálculo de la 
circunferencia de la Tierra se vio favorecido por una compen- 
sación de errores poco menos que milagrosa. 

Como señalé en la nota 3, el valor de 240.000 estadios atribui- 
do por Cleomedes a Posidonio supone, probablemente, un 
estadio de 157,5 metros. 

Estas son las coordenadas geográficas de las tres ciudades: 
Rodas 36" 10' N, 28? 00' E; Alejandría 31? 12' N, 29? 54' E; 
Aswan 24” 05' N, 329 56' E. 

La Prop. 1.6 se refiere al caso en que A y M son magnitudes 
conmensurables. La Prop. 1.7 extiende el resultado a las mag- 
nitudes inconmensurables. 

“Yroxeic9o tó dypov pñoiv Éxov TOLAÚTOAV, OTE TÓV LEPÉOV 
avtod tóv ¿E ícov xeyuévov kod ouvextov ¿óviov ¿EmBerodan 
70 hocov BlBónevov bro rod nádov BlBouévov, xa Éxoo- 
tov Se tÓvV uepéov avtov BA PBeodor TO drepávo avrod dypO 
koto kóDerov ¿óvtl, el ka 1 1O dypov A kade1rpyuévov év tivi 
xadl dr” SAkov tivos Bu Bóuevov (Arquímedes, ed. Mugler, 
3:6). 

En estas condiciones, la parte B es desplazada cualquiera 

que ella sea. No tiene sentido, pues, preguntar como hace 
Dijsterhuis (1987, p. 377) “¿por qué ocurre esto en un sector? 
¿por qué no en todos? Y si ocurre en uno solo, ¿en cuál?”. 
Como el lector comprobará cuando lea las demostraciones, a 
la hora de aplicar el postulado lo único que cuenta es que en 
ciertas circunstancias el líquido estará en movimiento —no 
importa dónde— hasta que esas circunstancias desaparezcan. 
Si Arquímedes habla solo de dos partes, es porque no hace 
ninguna falta considerar un número mayor. 

En lugar de 'X, volumen por volumen, pesa lo mismo (más/ 
menos) que Z', decimos hoy la densidad de X es igual a (ma- 
yor que/menor que) la densidad de Z'. 

Arquímedes dice, al comienzo de El arenario (ed. Mugler, 
2:135), que Aristarco adoptó las siguientes hipótesis: (1) que las 
estrellas fijas y el Sol no se mueven, pero la Tierra recorre la 
circunferencia de un círculo en cuyo centro está el Sol; y (ii) que 
la esfera de las estrella fijas, situada alrededor del mismo cen- 
tro que el Sol, es tan grande que entre el círculo en que gira la 
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Tierra y la distancia a que está de las estrellas fijas hay la misma 
razón que entre el centro y la superficie de una esfera. 
Los conceptos de seno y coseno de un ángulo fueron ideados 
en la India varios siglos después de Aristarco. Pero este dis- 
ponía del concepto de cuerda, que también utilizó Tolomeo. 
La cuerda ch a del ángulo a es la longitud de la cuerda que 
a. subtiende en un círculo de radio 1. La figura adjunta ex- 
hibe las relaciones entre estos conceptos. Si OA =1 y a = 
ABC, tenemos que AB = ch a, 
AC = sen ZAOC = sen a y OC = A 
cos ZAOC = cos Ya. Recordemos, 
de paso, los conceptos de secante, 
cosecante, tangente y cotangente: ÓN 

1:AC =sec ZAOC = sec aL Nu) 

1:0C = cosec ZAOC = cosec 0 

AC:OC = tan ZAOC= tan a 

OC:AC = cot ZAOC =cot a B 
“Cuando la Luna se nos presenta di- 
vidida en dos mitades, entonces la distancia [angular] entre la 
Luna y el Sol es menor que un cuadrante [= 909] por un trein- 
tavo de un cuadrante [= 909/30 = 39.” (Aristarco, Sobre los ta- 
maños y las distancias del Sol y la Luna, en Heath 1913, p. 352.) 
Aristarco, Sobre los tamaños y las distancias del Sol y la Luna, 
Proposición 7 (en Heath 1913, p. 376). 
El lector que tenga una calculadora a mano comprobará fá- 
cilmente que estos números no satisfacen la ecuación (3.2): 
el valor recíproco de cos 89? 50' es 344, no 400. Sin embargo, 
con un pequeñisimo incremento del valor del ángulo obte- 
nemos el cociente buscado. TL:TS = (1/cos a.) = 400 si a. = 
89” 51'24”. Por otra parte, no tiene sentido expresar estas can- 
tidades con tanta precisión, pues en la vida real las distancias 
de la Tierra al Sol y la Luna son variables y el ángulo a no tie- 
ne el mismo valor cada vez que la Luna se presenta dividida 
en una mitad oscura y otra clara. 
Por cierto, el déficit de 29 51' en el valor atribuido al ZSTL = 
a lleva aparejado un exceso de 2? 51' en el valor atribuido al 
ZLST = f (fig. 8). P = 90—a, esto es, 3? según Aristarco pero 
menos de 9' en realidad. Así, con respecto al ángulo f, el error 
de Aristarco se acerca al 2.000%, esto es, a su error concer- 
niente a la cantidad buscada TL:'TS.Esta coincidencia se ex- 
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plica facilmente: si $ es un ángulo muy pequeño, P = sin f = 
cos(90”- PB). 

“Platón asignó sin titubeos circularidad, regularidad y unifor- 
midad a los movimientos celestes y propuso el siguiente pro- 
blema a los matemáticos: ¿Mediante cuáles movimientos 
hipotéticos regulares, circulares y uniformes se pueden sal- 
var las apariencias de los astros errantes?” (6 Miátov toís 
odparwviog kvñoeo1 TO éykúdxAnov xo Óuoeg coi teta yuévov 
dvevSoráctos árodidods rpóBAMmua toTs Lan uormikots Tpob- 
tewe, tivov drotedévtov dl óuadOv ko éyeokAtov ko 
tetayuévov kivioeov Svvioetar SuacOBR var TO repl tOdG 
rhovoévoos parvóneva—Simplicio, In de coelo, 492.30-493.4). 
Acertadamente señala Russo (2004, p. 92) que “el uso de mo- 
vimientos circulares [por los astrónomos griegos] no se debe, 
como ha solido decirse, a razones de simetría o de estética, 
sino a la necesidad concreta de un algoritmo capaz de reducir 
los cálculos requeridos a simples operaciones ejecutables con 
instrumentos elementales”, a saber, la regla y el compás. 

Dejo sin traducir el término latino aequatio para que no se 
confunda con nuestra palabra ecuación, que significa otra cosa. 
El lector avisado se preguntará qué exactamente quiere decir 
Tolomeo cuando habla de recorrer distancias o describir án- 
gulos “en tiempos iguales” (év toi íoo1 qpóvoic— Syntaxis, 
H216.7). Hasta donde he visto, él no lo explica expresamente, 
pero me parece razonable entenderlo como sigue. Tolomeo 
supone, sin la menor duda, que la rotación diurna del 
firmamento es un movimiento circular uniforme. Por tanto, 
cualquier lapso de tiempo puede medirse por ese estándar. La 
medida del lapso que se inicia en el instante a y termina en el 
instante b es igual, entonces, al número n de veces que pasa 
por el meridiano, antes de bh, una estrella que estaba sobre él 
en el instante a, más la fracción de 360? (o de 21 radianes) 
que el firmamento alcanza a describir entre el n-ésimo paso 
de dicha estrella por el meridiano y el instante b. Obviamente, 
esta medida del tiempo solo es utilizable sin más por un ob- 
servador que no se mueve de su lugar (idealmente el centro 
de la Tierra; en la práctica, Alejandría), y solo bajo el supuesto 
—común hasta el siglo XVII— de que la luz se propaga ins- 
tantáneamente. 

Tolomeo habla del “centro en torno al cual decimos que 


Notas a las páginas 100-110 


22 


se lleva a efecto el movimiento uniforme del epiciclo” (tó 
kévtpov, rep1 0 TRV ÓLoLAMv papev kivnorw droteleioda.1 100 
émudxAo0v—Syntaxis, H303) y del centro “que hace unifor- 
me la circunvalación del epiciclo” (tod tv OuaAnv rovodvtos 
Tod émuúxlOV reprayoyiv—H317). El adjetivo latino equans, 
traducido normalmente por “ecuante', aparece en la literatura 
astronómica medieval aplicado a un círculo imaginario centra- 
do en dicho punto E y sobre el cual se mueve uniformemente 
la proyección del planeta desde E. Asi, Campano de Novara 
(1220-1296) dice que Mercurio “tiene un círculo ecuante en 
torno a cuyo centro el centro del epiciclo describe ángulos 
iguales en tiempos iguales y arcos iguales sobre la circunfe- 
rencia del mismo” (Habet [...] circulum equantem super cuius 
centrum describit centrum epicicli in temporibus equalibus equa- 
les angulus et de circumperentia ipsius equales arcus—Theorica 
Planetarum, V.11-13, en Benjamin y Toomer 1971, p. 212; cf. 
VI.23-25, ibid., p. 298). Este enfoque procede de la astrono- 
mía árabe; como anotan los editores de Campano, en su tra- 
ducción de al-Fargani, Juan Hispalense utiliza la expresión 
circulus equans motum (“círculo que iguala') que corresponde 
literalmente a la empleada en el original. También Copérnico 
(1543, p. 164v) utiliza aequans como epíteto del referido círcu- 
lo, nunca del punto en que está centrado. Kepler que, como 
luego veremos ($4), considera la invención del punto igualador 
como uno de los mayores aciertos de Tolomeo, usa también 

el participio aequans como epíteto del círculo, aunque fija la 
atención exclusivamente en su centro, al que llama punctum 
equantis (“punto del ecuante”—1609, pp. 12, 21) o centrum 
aequantis (“centro del ecuante”—ibid., p. 20); pero también 
punctum aequatorium (“punto igualatorio”—Ibid., p. 24 et pas- 
sim). El enfoque común a Kepler y Tolomeo me parece más 
razonable que el medieval, pues el “círculo igualador del movi- 
miento” de un planeta no es un objeto determinado: cualquier 
círculo trazado en el plano del deferente respectivo con su 
centro en el punto igualador postulado por Tolomeo satisface 
esa descripción. 

Hoy por hoy, el principio copernicano debe tomarse con un 
grano grande de sal, porque según la cosmología del Big Bang 
es un raro privilegio vivir en una época de la historia cósmica 
compatible con la vida. Aun en el momento actual, hay mu- 
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chos sitios donde hace demasiado calor para hacer observacio- 
nes astronómicas y la mayor parte del universo es demasiado 
fría para que la vida pueda sostenerse allí. 

En el único pasaje del De revolutionibus donde figura la palabra 
aequans —en el libro V, capítulo xxv, referente a Mercurio— 
dice Copérnico que la hipótesis de la astronomía tradicional, 
según la cual el epiciclo de este planeta se mueve uniforme- 
mente solo en torno al ecuante y no al centro del deferente es 
algo profundamente ajeno (alienissimum) al “verdadero centro 
(del epiciclo), su distancia relativa y los dos centros preexisten- 
tes” (Copérnico 1543, p. 164v). 

Sabemos, sí, de varios autores del siglo XIV que argumen- 
taron a favor de la rotación de la Tierra, aunque no osaron 
subscribirla, tal vez por miedo a sus superiores eclesiásticos. 
(Eran todos clérigos y, como sabemos, la alto dignatario laico 
de la corte de Toscana le valió de poco a Galileo cuando —tres 
siglos más tarde— entró en conflicto con la Iglesia Católica 
por sugerir la superioridad del sistema copernicano sobre el 
tolemaico, sin expresamente profesarla). Uno de ellos, Jean 
Buridan (ca. 1300-ca. 1358), dice que “muchas personas han 
juzgado probable que el movimiento circular de la Tierra del 
modo indicado [esto es, “en torno a su propio centro y alre- 
dedor de sus polos”—R.T.] no contradice a las apariencias”, 

y ofrece varios argumentos a favor de esta tesis que antici- 
pan los que dará Copérnico (Buridan 1942, pp. 226-232; trad. 
inglesa en Clagett 1959, pp. 594-599). Nicole Oresme (ca. 
1323-1382), que dedica un largo capítulo de Le Livre du Ciel et 
du Monde (11, 25) a “las opiniones de algunos sobre el movi- 
miento de la Tierra”, concluye que “uno no podría mostrar por 
ninguna experiencia que el cielo se mueva con movimiento 
diurno y no la Tierra” (“Je conclu donques que l'en ne pourroit 
par quelcunque experience monstrer que le ciel fust meu 

de mouvement journal et que la terre ne fust ainsi meue”— 
Oresme 1968a, p. 526); procede luego a refutar los argumen- 
tos racionales que supuestamente prueban que el cielo tiene 
ese movimiento y a explicar otros que prueban lo contrario, y 
cierra el capítulo con esta observación notable: “A primera vis- 
ta esto [la rotación de la Tierra—R.T.] parece ir contra la razón 
natural tanto o más que algunos de los artículos de nuestra fe 
o todos ellos; y así, lo que por retozar he dicho de este modo 
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puede servir para refutar y poner coto a quienes querrían im- 
pugnar nuestra fe mediante razones” (“...ce semble de prime 
face autant ou plus contre raison naturelle comme sont les 
articles de nostre foy ou touz ou pluseurs. Et ainsi ce que je ay 
dit par esbatement en ceste maniere peut aler valoir a confuter 
et reprendre ceulz qui voudroient nostre foy par raysons im- 
pugner”—Oresme 1968, p. 538). 

“Etenim concitatissimum esse motum oporteret, ac celerita- 
tem eius insuperabilem, quae in XXIITI. horis totum terrae 
transmitteret ambitum. Quae uero repentina uertigine con- 
citantur, uidentur ad collectionem prorsus inepta, magisque 
unita dispergi, nisi cohaerentia aliqua firmitate contineantur” 
(Copérnico 1543, I.vii, p. 5). Copérnico alude presumiblemen- 
te a Tolomeo, Syntaxis, 1.vi, aunque allí no hay alusión expresa 
al efecto centrífugo de la rotación. 

“[...] hoc certum habentes, quod terra uerticibus conclusa 
superficie globosa terminatur. Cur ergo haesitamus adhuc, 
mobilitatem illi formae suae a natura congruentem concedere 
magis quam quod totus labatur mundus, cuius finis ignoratur, 
scirique nequit, neque fateamur ipsius cotidianae reuolutionis 
in caelo apparentiam esse, € in terra ueritatem> Et haec pe- 
rinde se habere, ac si diceret Virgilanus Aeneas: Prouehimur 
portu, terraeque urbesque recedunt. Quoniam fluitante sub 
tranquillitate nauigio, cuncta quae extrinsecus sunt, admotus 
illius imaginem moueri cernuntur a nauigantibus, ac uicissim 
se quiescere putant cum omnibus quae secum sunt. Ita nimi- 
rum in motu terrae potest contingere, ut totus circuire mun- 
dus existimemur.” (Copérnico 1543, I.viii, p. 6). 

“Igitur quod aiunt, simplicis corporis esse motum simplicem 
(de circulari in primis uerificatur) quamdiu corpus simplex 

in loco suo naturali, ac unitate sua permanserit. In loco siqui- 
dem non alius, quam circularis est motus, qui manet in se to- 
tus quiescenti similis. Rectus autem superuenit iis, quaea loco 
suo naturali peregrinantur, uel extruduntur, uel quomodoli- 
bet extra ipsum sunt. Nihil autem ordinationi totius $ formae 
mundi tantum repugnat, quantum extra locum suum esse. 
Rectus ergo motus non accidit, nisi rebus non recte se haben- 
tibus, neque perfectis secundum naturam, dum separantur a 
suo toto, $ eius deserunt unitatem.” (Copérnico 1543, Lviii, p. 
6v). 
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AL CAPÍTULO 4 


Este capítulo me ha dado mucho más trabajo que los otros. 
Me temo, sin embargo, que el resultado le parecerá menos 
satisfactorio al lector. La Astronomia nova de Kepler, a que 

me refiero principalmente, es un libro famosamente dificil, 
no obstante el encanto personal del autor que se trasluce en 
muchos pasajes. La comprensión del mismo que he alcan- 
zado —y que espero que mis explicaciones transmitan— la 
debo sobre todo a los cuatro libros que me han acompañado 
y guiado mientras estudiaba a Kepler, a saber, Koyré 1992 (pp. 
159-279), Stephenson 19944 (pp. 21-137), Jacobsen 1999 (pp. 
172-254) y Barbour 2001 (pp. 264-351), así como a un pene- 
trante artículo de A.E.L. Davis (2003) aparecido, por fortuna, 
mientras redactaba este capítulo. 

La segunda será el traslado de Tycho Brahe a Praga en 1599, 
donde Kepler pudo visitarlo, aceptar su invitación a trabajar 
con él —muy oportuna, pues en 1600 los contrarreforma- 
dores lo privarán de su cargo en Graz—, y luego heredar su 
puesto de Matemático Imperial y el tesoro de sus observacio- 
nes cuando Brahe falleció en noviembre de 1601. Una terce- 
ra intervención providencial habría consistido, según Kepler, 
en que Brahe le encomendara en primer lugar el estudio e 
interpretación de sus observaciones del planeta Marte, pues 
la excentricidad excepcional de la órbita de este planeta lo for- 
zará a concluir que ella es elíptica. (La órbita de Mercurio es 
dos veces más excéntrica que la de Marte, pero la colección de 
Brahe no incluía datos sobre ese planeta, que no puede obser- 
varse bien sin telescopio). Dicho sea de paso, llamo al astró- 
nomo danés por su apellido Brahe y no por su nombre de pila 
“latinizado” Tycho como hace Kepler y todavía es habitual en 
inglés y otras lenguas, porque no suena bien pronunciado a la 
española. En su lengua materna se llamaba Tyge Brahe. 
Brahe observó que el cometa llegó hasta la órbita de Venus, 
penetrando las supuestas esferas de todos los planetas exterio- 
res. Al comienzo del Mysterium cosmographicum Kepler señala 
que su maestro Maestlin le dio una razón poderosa para acep- 
tar el sistema copernicano cuando le enseñó que “el cometa 
del año 77 se mueve constantemente según el movimiento de 
Venus propuesto por Copérnico y que, suponiéndole una al- 
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tura supralunar, completa su curso en la propia esfera coper- 
nicana de Venus (in ipso orbe Venereo Copernicano curriculum 
suum absolvere)” (Kepler, OO, 1:114; 1992, p. 78); luego, en el 
capítulo 16, comenta que es “absurdo y monstruoso” colocar 
en el cielo estos cuerpos revestidos de una materia que impide 
el tránsito de otros cuerpos (“Nam absurdum et monstrosum 
est, corpora haec materia quadam vestita, quae alieno corpori 
transitum non praebeant, in coelum collocare”—Kepler, OO, 
1:159; 1992, pp. 165s.). 

Anota las correcciones en la segunda edición del Mysterium 
cosmographicum (1621). 

Ya en 1574, Tycho Brahe defendió públicamente la convenien- 
cia de evitar en astronomía tanto el absurdo matemático del 
ecuante, propuesto por Tolomeo, como el absurdo físico del 
movimiento de la Tierra, propuesto por Copérnico. En 1588 
presentó algo apresuradamente su propio sistema planetario 
en el capítulo 8 del libro De mundi aetherei recentioribus phae- 
nomenis. En el sistema ticónico, la Tierra está inmóvil en el 
centro del universo y el Sol y la Luna giran alrededor de ella; 
pero Mercurio, Venus, Marte, Júpiter y Saturno giran alrede- 
dor del Sol. Un sistema con estas propiedades se obtiene sim- 
plemente adoptando todo el tinglado de epiciclos y deferentes 
del sistema copernicano referido a un sistema de coordenadas 
en que la Tierra repose. Pero Brahe, consciente de la imperfec- 
ción de las Tablas Pruténicas (1551), calculadas por Erasmus 
Reinhold utilizando los parámetros de Copérnico, trabaja en 
rectificar estos parámetros. Su propósito de obtener predic- 
ciones astronómicas más exactas que todas las anteriores se 
cumplirá con la publicación de las Tablas Rudolfinas (1627), 
basadas en sus observaciones, pero calculadas de acuerdo con 
el sistema heliocéntrico de Kepler. El rechazo del sistema co- 
pernicano por Brahe se funda en parte en argumentos físicos 
contra el movimiento de la Tierra, basados en el tradicional 
desconocimiento de la inercia: si la Tierra se moviera, ale- 

ga Brahe, el alcance de una bala disparada hacia el poniente 
debería llegar más lejos que en la dirección opuesta, pues el 
blanco —fijo en la Tierra— le viene al encuentro. Pero tam- 
bién invoca un poderoso argumento astronómico: era imposi- 
ble asignar una trayectoria heliocéntrica circular a los cometas 
observados por él. Esta objeción se disipa en cuanto se admite 
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con Kepler que los cuerpos celestes no se mueven en círculos. 

Aunque el sistema ticónicono deja de ser desconcertante para 

quien crea en el diseño divino del mundo —¿qué hace el enor- 

me Sol, con toda esa corte de planetas, girando anualmente en 
torno a nuestra pequeña Tierra?—, tuvo gran aceptación entre 
los astrónomos jesuítas después que la Iglesia Católica con- 

denó el copernicanismo en 1616. Cito a Orazio Grassi (1619), 

profesor de matemáticas en el Colegio Romano: “¿A quién 

seguir más bien? ¿A Tolomeo? ¿Cuando Marte, hecho ahora 
más próximo, amenaza con la punta de la espada la yugular 
de sus seguidores? [Alude a que la órbita de Marte corta la es- 
fera geocéntrica del Sol —R.T.] ¿A Copérnico? Más bien, quien 
sea piadoso convocará a todos a alejarse de él y condenará y 
rechazará su hipótesis recién condenada. Queda Tycho, pues, 
el único entre todos a quien aprobaremos como nuestro guía 
(ducem) por los caminos desconocidos de los astros.” (Galileo, 
EN, 6:116). También halló favor entre los católicos un sistema 
semi-ticónico, en que Júpiter y Saturno giran alrededor de la 

Tierra, más allá de la Luna y el Sol, mientras que Mercurio, 

Venus y Marte acompañan al planeta Sol como satélites (al 

modo de las cuatro lunas de Júpiter descubiertas por Galileo 

en 1610). Para más detalles, véase Christine Schofield (1981, 

1989). 
Una mente menos inclinada a la superstición numerológica 
habría podido contar al menos hasta cuatro. Pues la regulari- 

dad siguiente, descubierta por Kepler y que Barbour (2001, p. 

118) llama su “ley 0-ésima” (the 0-th law), no es menos impor- 
tante que las otras tres: 

0% Cada planeta se mueve periódicamente sobre un plano en 
que el Sol ocupa una posición fija. (Por consiguiente, los 
planos en que se mueven los distintos planetas tienen to- 
dos al menos un punto común, que coincide en todo mo- 
mento con la posición efectiva del Sol). 

Esta ley 0-ésima está, por cierto, implicada en la primera, pues 

una elipse es, por definición una curva plana y sus focos son 

puntos fijos en el plano de la curva. Sin embargo, merece una 

consideración independiente, pues su conocimiento precede y 

hace posible el descubrimiento de la 1? ley. 

En otras palabras, el cociente R*/T? es el mismo para todos los 
planetas, donde R es la distancia media desde un planeta al 
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Sol y un planeta dado y Tes su período de revolución. 

En el latín de Kepler, orbis designa a cada una de las tradicio- 
nales esferas celestes cuya existencia rechaza. Cf. la cita de 
Kepler (OO), 1:114 en la nota 3. 

Probablemente Kepler entendía que de este modo su ciencia 
se ceñía a un sólido realismo, y aún hay quienes lo admiran 
por eso. Sin embargo, en la mecánica celeste newtoniana, dos 
astros que gravitan mutuamente, sin ser perturbados por la 
presencia de otros, describen sendas elipses con un foco co- 
mún situado en el centro de gravedad del sistema, el cual pue- 
de ciertamente encontrarse fuera de ambos astros, en el vacío. 
Como la órbita de la Tierra cumple una condición homóloga, 
Kepler la extiende inductivamente a todos los planetas. Esta 
generalización es la ley 0-ésima enunciada en la nota 6. 

Para facilitar la comprensión al lector moderno, me expre- 

so en términos heliocéntricos. De hecho, Kepler en esta par- 
te de su libro todavía da un trato equitativo a los sistemas de 
Copérnico, Brahe y Tolomeo. Desde el punto de vista de este 
último, el punto A en la fig. 22 representa la posición de la 
Tierra. 

“Hoc [...] posui: loca omnia Planetee per coelum disposita, or- 
dinari in circuli unius circumferentia: item iis locis Physicam 
retardationem esse, maximam, ubi Planeta longissime a 
centro terre (secundum ProLEM4UM) vel solis (secundum 
TYCHONEM 8: COPERNICUM) digreditur: € fixum esse punc- 
tum, ad quod mesura hujus retardationis expenditur” (Kepler 
1609, p. 105) 

Sigo de cerca a Koyré (1992, pp. 173 ss.), cuya exposición en 
este punto es más completa que la de Barbour (2001, pp. 

287 ss.) y más clara y coherente que la de Stephenson (1994a, 
pp. 42ss.). En la fig. 22, copiada de Kepler (1609, p. 98) — 
también por los tres comentaristas citados— he sustituido 
algunas líneas sólidas con líneas punteadas para facilitar su 
identificación. 

Españolizo así —con i por v y qu por x— la voz griega Gpó- 
vvx10c. El adjetivo, utilizado ya por Aristóteles (Meteor. 367”26) 
alude al extremo (Gxpoc), esto es, el comienzo de la noche 
(vd8); cf. Toomer 1998, p. 484 n. 29. Advierto que Tolomeo 
(Heiberg 2.321), a quien Toomer traduce y anota, escribe 
dxpovvktoc, con w después de la p, como si la palabra deri- 
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vase de óvvxoc, “uña” (cf. Suda, entradas 1012 y 1027). En su 
excelente versión castellana del Mysterium magnum, Eloy Rada 
García traduce dkpóvvxtog como “acrónico', lo cual lamenta- 
blemente sugiere que la palabra deriva de xpóvoc, “tiempo', 
con prefijo a.- privativo (Kepler 1992b, p. 259). 

El intervalo entre las observaciones permite entonces calcular 
la anomalía media de las otras tres. 

Como las observaciones corresponden a instantes en que el pla- 
neta está en oposición al Sol, en la hipótesis heliocéntrica la rec- 
ta que los une es en cada caso paralela a la que va de la Tierra al 
planeta. El lector debe persuadirse de que otro tanto ocurre en 
la hipótesis mixta de Brahe (nota 5). En la hipótesis geocéntrica 
el Sol no juega un papel, y la Tierra ocupa el punto A. 

En la segunda mitad del siglo XX esta limitación se ha supera- 
do gracias a la radiotelescopía. 

Jacobsen (1999, pp. 184-189) ofrece una descripción más com- 
pleta y exacta de la determinación del punto igualador de la ór- 
bita de la Tierra por Kepler. 

“Tandem vero ubi hypothesium comparatio instituta fuerit, 
apparueritque quatuor (imo sex, ut alibi dicetur) theorias SoLIs 
ex una theoria TERRA, tanquam plures imagines ab una facie 
substantiali, descendere posse: SoL ipse veritatis clarissimus, 
omnem hunc apparatum PTOLEMAICUM ceu butyrum colli- 
quabit, et ProLEMEA1 asseclas partim in COPERNICI partim in 
BRAHEI castra dissipabit” (Kepler 1609, p. 145). Contra lo que 
han creído algunos traductores, me parece obvio que la expre- 
sión SoL ipse veritatis clarissimus se refiere metafóricamente a 
la llamada “luz” de la verdad y no al astro; este último alum- 
bró a la humanidad durante más de mil años sin disolver la 
astronomía de Tolomeo, un efecto que, según Kepler, se ob- 
tiene sin dilación mediante el esfuerzo intelectual de com- 
parar hipótesis. La palabra ipse se usa aquí como un recurso 
—común en tiempos de Kepler— para representar en latín el 
artículo definido disponible en alemán (y en castellano), y no 
indica que se habla del mismo Sol —el astro— nombrado poco 
antes. 

En su libro Astronomig pars optica (1604), redactado en su ma- 
yor parte en 1603, Kepler llevó a la perfección la óptica geomé- 
trica de los antiguos y sentó las bases de la óptica moderna. 
Adviértase que Kepler, que no disponía de los recursos ma- 
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temáticos utilizados hoy para concebir una velocidad conti- 
nuamente variable (esto es, como derivada ds/di del espacio 
recorrido s respecto del tiempo t), no se refiere a la velocidad 
del planeta sino a su mora, esto es, al tiempo que se tarda en 
recorrer los distintos segmentos de su órbita. A.E.L. Davis 
(2003, p. 377) dice que es preferible traducir mora al inglés 
como duration (duración), en vez de delay ((demora'). Sea de 
ello lo que fuere, veremos luego que Kepler (1618/21) analiza 
el movimiento del planeta en un componente centrípeto y otro 
transradial (esto es, perpendicular al radio vector que lo une al 
Sol), que varían continuamente con la distancia al Sol. Como 
soy incapaz de concebir una duración como un vector anali- 
zable en componentes ortogonales, me inclino a pensar que 
Kepler disponía en efecto de la noción de velocidad instantá- 
nea. aunque no supiera representarla expresamente como fun- 
ción del tiempo. 

En latín, inertia significa “indolencia, pereza”. Kepler (1618/21) 
habla indiferentemente de la inercia o contumacia de la ma- 
teria. La idea de inercia de la mecánica moderna deriva de 

la concepción, introducida por Descartes y consagrada por 
Newton, según la cual el reposo es indiscernible del movi- 
miento rectilíneo uniforme. En vista de esto, la inercia se en- 
tiende como resistencia a la aceleración, esto es, a la variación 
del movimiento, no al movimiento mismo como tal. 

La luz —y presumiblemente también la fuerza— proveniente 
de un foco central se debilita según crece el área de la esfera 
en que se difunde, no según crece el radio de esta esfera. 

A menos que d sea constante y se adopte como unidad de me- 
dida, en cuyo caso obviamente d?= dd“ =1. 

La fig. 25 (p. 142) está copiada de una que aparece en Kepler 
1609, pp. 269, 270 y otras. Por una confusión del dibujante, en 
la traducción inglesa de Donahue la dirección de la corriente 
aparece invertida en el remo del punto F y en uno de los dos 
del punto C (Kepler 1992a, pp. 549, 555, etc.). 

En el Epitome astronomiae copernicanae (1618/22), el imán pla- 
netario postulado por Kepler no mantiene siempre esta di- 
rección perpendicular a la línea de los ápsides, sino que va 
inclinándose en dirección al Sol a medida que la anomalía 
excéntrica aumenta de 0? a 90? y de 180? a 270%, y retoma pau- 
latinamente la dirección original en el segundo y en el últi- 
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mo cuadrante. Con esta hipótesis Kepler pretendía al parecer 
asegurar que el planeta siguiese precisamente una trayectoria 
elíptica; sin embargo, como explica Stephenson (1994a, pp. 
151ss.), la supuesta desviación del imán, cuya justificación 
dinámica es oscura o inexistente, no satisface cabalmente este 
propósito. 

Quien no quiera luchar con el latín de Kepler puede leerlo en 
la fiel y vivaz traducción inglesa de Donahue (Kepler 1992a). 
Adviértase que Kepler y sus predecesores miden los tres án- 
gulos mencionados desde el afelio, no desde el perihelio como 
se hace ahora. Este cambio de convención produce un cambio 
de signos (+ en vez de — y viceversa) en algunas fórmulas que 
todavía se usan; por ejemplo, en la ecuación de Kepler (4.1). 
Curiosamente, Maddison —el traductor inglés de Koyré— es- 
cribe dos veces “mean anomaly” (esto es, anomalía media) 
donde Kepler dice anomalia coequata o coequa (Koyré 1992, 
p. 234, líneas 4 y 2 desde abajo; Kepler 1609, p. 194, líneas 14 
y 16). La confusión puede corregirse atendiendo a la figura 12 
del libro de Koyré, que está copiada del libro de Kepler. 

Por otra parte, si la órbita no fuese excéntrica, el planeta se 
movería en ella uniformemente según la ley de la distancia 
inversa y no existiría la dificultad que Kepler trata de resolver 
reemplazando esta ley con la ley de áreas. 

“Nam in superiori quadrante PLANETA appropinquabat aphe- 
lio, in inferiori perihelio, plus quam par erat; hic in superiori 
quadrante discedit longius ab aphelio, in inferiori a perihelio, 
quam par est” (Kepler 1609, p. 211). 

Las alturas proporcionales a las áreas son menores que las 
correspondientes distancias al Sol, sobre todo en las longitu- 
des medias (lejos del afelio y el perihelio). Por tanto, el plane- 
ta avanza en las longitudes medias más rápidamente según 
la ley de áreas que según la ley de la distancia inversa. Pero la 
discrepancia comprobada por Kepler consiste en que el plane- 
ta pasa más tiempo en las longitudes medias según sus cálcu- 
los basados en la ley de áreas que según la hipótesis vicaria. 
Como dice Kepler, si el error resulta del uso de la ley de áreas, 
“is in hoc est, quod non satis longas moras PLANETA facimus 
in longitudinibus mediis. At errores quos jam deprehendi- 
mus in contrarium abeunt, nimis enim longas moras fecimus 
PLANET in longitudinibus mediis” (1609, p. 211). 


Notas a las páginas 146-152 


33 


34 


35 


36 


“Quando dico, planetam respicere virtutem O innitendo, ex- 
plico causam physicam motus planetae; quando dico, respice- 
re centrum B, explico modo nostrae intellectionis. Non enim 
puto, planetam ad aliquod imaginarium centrum respicere, ut 
nos, quibus est carta et papyrus ad manus” (Kepler, OO, 3:68). 
Stephenson (1994a, p. 101) dice que Kepler introdujo esta 
modificación más adelante, en oposición a los capítulos 45-48, 
“where the planet itself had moved inversely as its solar dis- 
tance”. Sin embargo, en el propio capítulo 45 leo lo siguiente: 
“Dixi autem cap. xxxIx, absurdum mihi videri, PLANETAM ex Q 
in P inequali passu sese explicare ex radio virtutis SOLARIS, 8] sic 
sese accomodare sua vi propria ad vim extraneam ex SoLE, ejus- 
que celeritatem q remissiones preescire. Esto igitur, ut hoc absur- 
dum vitetur, eat sane AH incequaliter, PLANETA vero ex Q in P 
eat cequaliter.” (Kepler 1609, p. 216; reemplazo las letras y, D y 
C utilizadas por Kepler por las letras Q, P y H que respectiva- 
mente les corresponden en la fig. 28). 

Kepler representa el modelo epicíclico mediante el mismo 
diagrama en los capítulos 39 y 45 (1609, pp. 186 y 216). Dicho 
diagrama no tiene pues en cuenta la modificación del mo- 
delo arriba descrita, como he tratado de hacerlo en la fig. 28 
(p. 154). En esta, represento la posición del epiciclo y del pla- 
neta en el momento en que el radio vector AN ha descrito el 
ZNAB desde que el planeta pasó por el afelio H. El punto Q 
marca la posición que ocuparía el planeta en ese momento si 
no se moviera sobre la circunferencia del epiciclo. He marca- 
do con una curva gruesa y continua el óvalo que representa la 
trayectoria física del planeta; con curvas continuas también, 
pero más delgadas, los dos círculos constitutivos del modelo 
matemático, y con una curva punteada el círculo con centro B 
y radio BH, que ni siquiera desempeña una función operativa 
en el modelo. He seguido una convención tipográfica análoga 
para marcar la mayor o menor significación física de los ra- 
dios vectores AP, entre el planeta y el Sol; AN, entre el Sol y el 
centro del epiciclo, y NP, entre el centro del epiciclo y el plane- 
ta, así como las líneas de significación exclusivamente intelec- 
tual QN y BP. Como en los diagramas de Kepler, uso un trazo 
continuo para la línea de los ápsides. 

Kepler 1609, p. 267. Kepler, claro está, no usa decimales, sino 
que pone BH = 100000 y escribe 429 y 432 en el texto que cito. 
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“In longitudinibus mediis, «equationis pars Optica fit maxima. 
In longitudinibus mediis lunula seu curtatio distantiarum est 
maxima, estque tanta, quantus est excessus secantis sequatio- 
nis opticee maxime 100429 supra radium 100000. Ergo si pro 
secante usurpetur radius in longitudine media, efficitur id, 
quod suadent observationes.” (Kepler 1609, p. 267). 

Sea AMB un triángulo rectángulo cuyos catetos AB y BM for- 
man un ángulo recto en B. Entonces hay una y solo una elipse 
con semidiámetro mayor AM, semi- M 

diámetro menor MB y excentricidad 

AB/AM, que tiene uno de sus focos 

en A y cuyo centro está en B. Por otra 


parte, una elipse en el plano ABM, A B 
que tenga los parámetros indicados, 
un foco en A y centro en B, necesa- 


riamente pasa por M. 

Jacobsen (1999, p. 231) presenta en la Tabla VIL.5 los resulta- 
dos de la comparación para cada uno de los 12 grupos de ob- 
servaciones. 

Esta palabra latina deriva de libra, balanza', y significa simple- 
mente balanceo”. Pero el latinismo libración —Tibration' en 
inglés y francés— se usa comúnmente en astronomía. 

Según Kepler, el seno de un ángulo es la medida de su forta- 
leza: cujusque arcus sinus sit mensura fortitudinis illius anguli 
(Kepler 1609, p. 557). 

Si en el círculo representado en la R 
figura adjunta el radio OR = 1 y 

ZROQ =0, entonces, RP = sen O 


y PO = cos 6. Por definición, el Q 
seno verso de 60, sen vers O = PQ = 
1-cos 6. 


En el caso de un círculo, el arco 

correspondiente a un ángulo o. 

se puede tratar como igual a la 

cuerda que lo subtiende si sen Ya = 0, (medido en radianes). 
Si la curva es una elipse, es necesario además suponer que 
cos 401 = 1. Si 1 < 15 = 11/720 radianes, el error resultante de 
esta doble suposición es inferior a 1:10. Kepler expresa todas 
las magnitudes como cien milésimos del semidiámetro ma- 
yor de la órbita (que toma como unidad e igual a cos 09), de 
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modo que un error menor que 1:10* ni siquiera aparece en los 
resultados de sus cómputos. Puede, pues, con perfecto rigor, 
reemplazar la órbita curvilínea con un polígono de no menos 
de 1:440 lados inscrito en ella. Debo estas consideraciones a 
A.E.L. Davis (2003, p. 363), de quien tomo también las cifras. 
“Sed res es certissima exactissimaque, quod proportio, quae 

est inter binorum quorumcunque planetarum tempora periodica, 
sit praecise sesquialtera proportionis mediarum distantiarum, id 
est orbium ipsorum” (Kepler WW 5:291). La palabra orbes en 

la frase final (omitida en mi traducción) no se refiere a las 
trayectorias planetarias, que hoy llamamos órbitas, sino a las 
tradicionales esferas u orbes, cuyos radios sí serían propor- 
cionales a las distancias medias entre cada planeta y el Sol. 
Aunque Kepler no aceptaba su realidad material, este pasaje 
indica que persistían en su mente como un concepto geomé- 
trico servicial para trasmitir ideas astronómicas. 

Muy informativa también es la introducción de Max Caspar a 
su traducción alemana de Harmonices mundi (Kepler 1997, pp. 
11*-56*). 


AL CAPÍTULO 5 


“Der sichere Gang einer Wissenschaft” (Kant 1787, p. xxxvi). 
En el prólogo a Los principios metafísicos de la ciencia natural 
(1786) Kant famosamente aseverado que “en cada disciplina 
particular que estudia la naturaleza solo se puede hallar tan- 
to de genuina ciencia cuanto hay de matemática en ella” (“Ich 
behaupte aber, dafí in jeder besonderen Naturlehre nur so viel 
eigentliche Wissenschaft angetroffen werden kónne, als darin 
Mathematik anzutreffen ist”—Kant, Ak 4:469). 
Particularmente las obras de Dijksterhuis (1961), Barbour 
(2001), y Damerow et al. (1992) mencionadas en la bibliogra- 
fía. 

Véase la antología de Marshall Clagett (1959). El primero en 
explorar estos autores fue el destacado físico, y gran filósofo 

e historiador de la ciencia católico Pierre Duhem (1903; 1905- 
1906; 1906-1913; 1913-1959, tomos 7-9). Luego vino la obra 
magistral de Anneliese Maier (1949-1958). La serie University 
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of Wisconsin Publications in Medieval Science, dirigida por 
Clagett, llegó a publicar importantes testimonios de la ciencia 
medieval en magníficas ediciones críticas anotadas, con tra- 
ducción inglesa frente al texto original. En la bibliografía men- 
ciono cuatro obras de Oresme y una de Campano editadas en 
esta serie. 

Véase la antología de Drake y Drabkin (1959); 

Hans Lippershey, cuya solicitud de patente fue sometida a los 
Estados Generales de los Países Bajos el 2 de octubre de 1608. 
Otros dos holandeses reclamaron prioridad y Lippershey solo 
recibió por su instrumento una buena suma de dinero. 

En 1611 Kepler los llamó satélites (recurriendo a un término 
militar griego que significa “escolta'). 

A saber, que la superficie de la Luna exhibe montes y valles, 
que hay muchísimas más estrellas de las que se ven a simple 
vista y que la Vía Láctea es una aglomeración de un número 
enorme de ellas. Después de la aparición de Sidereus nuncius, 
Galileo descubrió las fases de Venus, la estructura compleja de 
Saturno —aunque sin comprender aún que tiene anillos— y 
las manchas solares. 

Así informa Giovanni Battista della Porta en 1613 a un corres- 
ponsal desconocido: “Telescopium ... (lubet hoc uti nomine, a 
meo Principe reperto” (Galileo, EN 11:611). 

En la $5.2 me refiero a la polémica sobre los cuerpos flotantes. 
Sobre los otros dos debates mencionados es oportuno recor- 
dar que Galileo juzgó correctamente que las manchas solares 
manifiestan procesos que tienen lugar en el astro mismo; pero 
erró redondamente al sostener, con Aristóteles y contra los as- 
trónomos jesuítas, que los cometas están situados dentro de la 
atmósfera de la Tierra. 

La decisión del Santo Oficio se basó en un informe de peri- 
tos, que declaró “estúpida también en filosofía y formalmente 
herética (stultam et in philosophia, et formaliter heretica)” a la 
proposición según la cual “el Sol es el centro del mundo y to- 
talmente inmóvil de movimiento local”, mientras que la pro- 
posición según la cual “la Tierra no es el centro del mundo ni 
inmóvil, sino que se mueve entera, también con movimiento 
diurno” recibió “en filosofía la misma censura unánime”, pero 
fue declarada “al menos errónea en la fe, con respecto a la ver- 
dad teológica” (Omnes dixerunt, hanc propositionem recipere ean- 
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dem censuram in philosophia; et spectando veritatem theologicam, 
ad minus esse in fide erroneam—EN 19:321). Sobre los antece- 
dentes de esta decisión, véase la nota 32. 

La advertencia de Bellarmino fue una pieza clave del pro- 
ceso. La acusación adujo un documento —reproducido en 
Galileo EN 19:321-22 y en traducción inglesa en Finnocchiaro 
1989, pp. 147-148— según el cual el 26 de febrero de 1616 el 
Cardenal Bellarmino advirtió (monuit) a Galileo que la referida 
opinión es errónea y que debía abandonarla, a continuación 
de lo cual, en presencia del mismo cardenal, el Comisario 
General del Santo Oficio le prescribió y ordenó (praecepit et 
ordinavit) “en nombre del Papa y de toda la Congregación 

del Santo Oficio” que abandonase completamente esa opi- 
nión “de que el Sol es el centro del mundo y está inmóvil y 
que la Tierra se mueve” y que en adelante no la sostenga, en- 
señe o defienda, de palabra o por escrito, “en modo alguno”. 
Este documento, escrito por “algún funcionario diligente” 
(some zealous official — Shea y Artigas 2003, p. 83) que qui- 

so dejar consignada la intervención personal del Comisario, 
no está firmado por este ni por Bellarmino. Durante el pro- 
ceso, Galileo reconoció haber recibido una advertencia de 
Bellarmino, pero dijo no recordar las palabras “en modo algu- 
no” (quovis modo). Produjo una copia de una declaración de 
Bellarmino, del 26 de mayo de 1616, de la cual aún existe el 
autógrafo. En ella, para disipar ciertos rumores que ha escu- 
chado, el Cardenal certifica que Galileo nunca ha abjurado de 
una “opinión o doctrina suya” ni ante él ni ante nadie más en 
Roma, ni se le ha impuesto una penitencia, sino que solo se 
le ha notificado la declaración de la Santa Congregación del 
Índice (que menciono al fin de la nota 32), conforme a la cual 
“la doctrina atribuida a Copérnico, de que la Tierra se mue- 
ve en torno al Sol y que el Sol está en el centro del mundo 

sin moverse de oriente a poniente, es contraria a las Santas 
Escrituras y por tanto no puede defenderse ni sostenerse.” (EN 
19:348; Finnocchiaro 1989, p. 153). Drake (1978, pp. 253-254) 
reconstruye ingeniosamente el desarrollo de la reunión del 26 
de febrero de 1616; Shea y Artigas narran sobriamente lo que 
se sabe al respecto (pp. 83-84, 90-91) y explican su rol en el 
proceso de 1633 (pp. 184-186). 

Durante la lucha anticlerical del siglo XIX, la abjuración im- 


Notas a la página 185 


343 


344 


puesta a Galileo por los inquisidores fue vista por la burguesía 
culta como un ejemplo egregio de la tontería y la iniquidad 

de la Iglesia Católica. Pero en el último tercio del siglo XX, 
cuando la Iglesia se vuelve un aliado oportuno y eficiente de 
los liberales en guerra contra el totalitarismo soviético, varios 
historiadores han creído discernir un ingrediente de racionali- 
dad en este episodio. Cito dos ejemplos. Pietro Redondi (1983) 
sostiene que la Inquisición investigó y condenó el error coper- 
nicano de Galileo para no tener que enviarlo a la hoguera por 
la herejía eucarística implícita en los pasajes de Il saggiatore 
(1624) referentes a la estructura molecular de los cuerpos y 

la subjetividad de ciertas cualidades sensibles; Redondi mis- 
mo descubrió, traspapelada en el archivo del Santo Oficio, 
una denuncia anónima de este gravísimo error de Galileo. 
Como dicen los italianos, se non e vero, e ben trovato. Por su 
parte, Stillman Drake, en su artículo “Galileo's Steps to Full 
Copernicanism, and Back” (1987), afirma que Galileo se con- 
venció de la rotación de la Tierra en 1591 y de su traslación 
alrededor del Sol en 1595 (vide infra $5.12), pero dejó de creer 
en la realidad de ambos movimientos cuando la Iglesia conde- 
nó el copernicanismo en 1616. Según Drake, Galileo se daba 
perfecta cuenta de que ninguno de los argumentos pro-co- 
pernicanos que Salviati esgrime en el Diálogo constituye una 
prueba genuina. Por tanto, sería injusta la “sospecha vehe- 
mente de herejía” que el Santo Oficio adujo para condenatr- 

lo. Aunque admiro la erudición y la ecuanimidad manifiestas 
en toda la obra de Drake, este artículo tardío no me persua- 
de. Como subrayan los teólogos consultados por el Santo 
Oficio, el portavoz del heliocentrismo en el Diálogo de Galileo 
defiende vigorosamente y en parte con argumentos nuevos la 
verdad de la doctrina copernicana (no solo su utilidad como 
hipótesis auxiliar de los cálculos astronómicos), mientras que 
los partidarios del geocentrismo son presentados como “hom- 
brecillos” (homunciones) y su portavoz, Simplicio, es ridiculi- 
zado a cada paso. No obstante lo que dice en el prefacio “al 
discreto lector”, me parece inverosímil que Galileo se diera el 
trabajo (fatica) de escribir una obra maestra de 458 páginas 
solamente para mostrar a las naciones extranjeras “que sobre 
esta materia se sabe tanto en Italia y particularmente en Roma 
cuanto pueda nunca haber imaginado la diligencia transalpi- 
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na”. Tampoco me escapa la ironía de sus palabras cuando en- 
seguida agrega que, recogiendo todas sus especulaciones en 
torno al sistema copernicano, quiere hacerles saber que todas 
estas preceden a la censura romana y que el clima itálico no 
solo produce “los dogmas para la salud del alma, sino también 
los hallazgos ingeniosos para deleite de los ingenios” (“racco- 
gliendo insieme tutte le speculazioni proprie intorno al siste- 
ma Copernicano, far sapere che precedette la notizia di tutte 
alla censura romana, e che escono da questo clima non solo i 
dogmi per la salute del'anima, ma ancora gl'ingegnosi trova- 
ti per delizie degl'ingegni”—EN 7:29). Si Galileo llegó a creer 
sinceramente en la falsedad del heliocentrismo después que el 
Santo Oficio lo pronunció herético en 1616 (arriba, nota 10), 
¿por qué lo contrasta en el Diálogo únicamente con el sistema 
tolemaico, que los descubrimientos del telescopio habían desa- 
creditado, y no con el sistema ticónico (p. 333, n. 5), que a la 
sazón era aún una alternativa científicamente admisible, aun- 
que tal vez indigna del Gran Arquitecto del universo? 

Salvo por el nombre del filósofo pisano, que debo a Drake 
(1978, p. 169), mi resumen de la conversación sigue el testi- 
monio de Galileo (EN 4:32-34). 

Si bien Galileo alude a la impotencia de algunos sólidos “para 
romper y penetrar la continuidad (continuazion) de las par- 
tes del agua” (EN 4:92), no piensa ni por un instante que la 
resistencia a tal ruptura y penetración pueda ser mayor en 

la superficie que en el interior del líquido; antes bien, nie- 

ga que las partes del agua se mantengan unidas en virtud de 
cierta “coherencia y repugnancia a la división” por cuanto, si 
esta existiese “no sería menor en las partes internas que en 
aquellas más próximas a la superficie superior” (EN 4:103). 
Según Stillman Drake (1999, p. 92), la idea misma de la ten- 
sión superficial de un líquido repugnaba a Galileo, aunque él 
fue quien primero estableció las relaciones que harían posible 
medirla cuando, en el siglo XVIII, este concepto se formó (y 
obtuvo el nombre que todavía le damos). 

Esta convicción arquimediana y antiaristotélica de Galileo está 
documentada ya en su escrito juvenil De motu (EN 1:251-366), 
particularmente en los capítulos titulados “Donde se concluye 
contra Aristóteles que no cabe decir que algo es simplemente 
liviano o simplemente pesado” (pp. 289-294), “Ningún cuerpo 
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carece de peso, contra la opinión de Aristóteles” (pp. 355-361) 
y “Las cosas que hasta ahora se ha dicho que se mueven na- 
turalmente hacia arriba, no se mueven por una causa interna, 
sino por una externa, a saber, el medio circundante, por extru- 
sión” (pp. 363-366). 

Con arreglo al Principio de Pascal, en un fluido incompresible 
contenido en un recipiente indeformable la presión es unifor- 
me, y cualquier incremento de presión aplicado en un punto 
del mismo genera un incremento igual en cada una de sus 
partes. 

“lo, dunque, chiamo egualmente gravi in ispecie quelle mate- 
rie, delle quali eguali moli pesano egualmente. [...] Ma egual- 
mente gravi di gravitá assoluta chiamero io due solidi li quali 
pesino egualmente, benche de mole fussero diseguali.” (EN 
4:67). 

“Momento, appresso i meccanici, significa quella virtú, quella 
forza, quella efficacia, con la quale il motor muove el mobile 
resiste; la qual virtú depende no solo dalla semplice gravita, 
ma dalla velocitá del moto, [...] perché piú fa impeto un grave 
descendente in uno spazio molto declive che in un meno” (EN 
4:68; esta definición fue agregada por Galileo en la segunda 
edición del Discurso, y por eso está impresa en cursiva en la 
Edizione Nazionale; cf. EN 4:8, línea 28). 

“Definiti questi termini, io piglio dalla scienza meccanica due 
principii. Il prime e, che pesi assolutamente eguali, mossi con 
eguali velocitá, sono di forze e di momenti eguali nel loro ope- 
rare. [...] Il secondo principio e, che il momento e la forza del- 
la gravitá venga accresciuto dall velocitá del moto; si che pesi 
assolutamente eguali, ma congiunti con velocitá diseguali, 
sieno di forza, momento e virtú diseguale, e piú potente il piú 
veloce, secondo la proporzione della velocitá sua alla velocitá 
dell'altro” (EN 4:68-69). 

“Ma tal meraviglia cesserá. si noi cominceremo a fingere P'ac- 
qua GD essersi abbassata solamente sino a QO, e considerere- 
mo poi ció che averá fatto lacqua CL” (EN 4:78; todo el pasaje 
que comento fue añadido en la segunda edición). Obsérvese 
cómo Galileo nos invita a fingere, esto es, a forjar mentalmen- 
te una ficción”, actividad que inicia aquí su carrera triunfal en 
la física moderna, pero que Aristóteles seguramente habría 
juzgado contraria a la naturaleza propia de la episteme. 
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“Ma essendo che il momento della velocitá del moto in un 
mobile compensa quello della gravitá di un altro, qual meravi- 
glia sará se la velocissima salita della poca acqua CL resisterá 
alla tardissima scesa della molta GD?” (EN 4:78). 

“Accade, adunque, in questa operazione lo stesso a capello che 
nella stadera, nella quale un peso di due libre ne contrappese- 
rá un altro di 200, tuttavolta che nel tempo medesimo quello 
si dovesse muovere per ispazio 100 volte maggiore che questo; 
il che accade quando P'un braccio della libra sia piú cento volte 
lungo dell'altro” (EN 4:78). 

“Cessi per tanto la falsa opinione in quelli che stimavano che 
un navilio meglio e piú agevolmente fosse sostenuto in gran- 
dissima copia d'acqua che in minor quantitá [...], essendo, al- 
lincontro, vero che e possibile che una nave cosi ben galleggi 
in dieci botti di acqua come nell'oceano” (EN 4:78). En un pa- 
réntesis insertado en la segunda edición (donde puse puntos 
suspensivos), Galileo remite a [pseudo-]Aristóteles, Problemas, 
23.2 (en la edición Bekker es 23.3), donde leemos que “en el 
puerto el agua es poca, pero en alta mar es profunda; de modo 
que en el puerto [la nave] parecerá ir más llena y se moverá 
con más dificultad porque está más sumergida y el agua la 
contrapesa menos; mientras que en alta mar ocurre todo lo 
contrario” (év uev odv 10 dyuévi ó2 yn éotiv h Bádoco0, ¿v Se 
TO nelóyel Pabela. ote xo Uyer rAtov Sóger év TO pévi 
xo kuvñoeton xomderotepov Ó10 10 Sedvkévon uGA+OV xo. 
Ítrov dvtepeidew 10 ÚSOp. Ev 10 rehdyel SE TÓVavTio TOdTOV 
¿oriv—931'9-18). 

“In Copernici sententiam multis abhinc annis venerim, ac ex 
tali positione multorum etiam naturalium effectuum caussae 
sint a me adinventae, quae dubio procul per comunem hypo- 
thesim inexplicabiles sunt. Multas conscripsi et rationes et ar- 
gumentorum in contrarium eversiones, quas tamen in lucem 
hucusque proferre non sum ausus, fortuna ipsius Copernici, 
praeceptoris nostri, perterritus, qui, licet sibi apud aliquos im- 
mortalem famam paraverit, apud infinitos tamen (tantus enim 
est stultorum numerus) ridendus et explodendus prodiit” (EN 
10:68). Galileo agrega enseguida que publicaría sus pensa- 
mientos “si existieran más personas como tú (si plures, qualis 
tu es, exstarent).” 

Este orden en la evolución de las convicciones de Galileo ex- 
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plica en parte su antipatía duradera hacia el sistema planeta- 
rio de Tycho Brahe (nota 5 al capítulo 4), dirigido a “salvar la 
apariencia” de que la Tierra está inmóvil, que Galileo había 
desechado aun antes de adoptar el sistema heliocéntrico de 
Copérnico.. 

“Quaeritur, utrum, accepto motus principio ab externo motore, 
perpetuo moveretur nec ne. Si enim non praeter naturam move- 
tur, videtur quod perpetuo moveri deberet; sed si non secundum 
naturam, videtur quod tantem quiescere debeat” (EN 1:305). 
“How Galileo hit upon the idea of daily rotation of the earth 
is so evident from careful study of his chapter on rotations 
that I should say it was an inescapable conclusion for him” 
(Drake 1999, p. 355). Creo oportuno mencionar que dicho ca- 
pítulo contiene una digresión astronómica alusiva al tema, a 
la sazón candente, de la aparición de nuevas estrellas en el 
firmamento. Brahe observó una en 1572, pero los aristotélicos 
alegaron que era imposible, pues la adición de un astro a la 
esfera celeste haría cesar o al menos detendría su movimiento. 
Galileo reconoce que la adición de un peso es capaz de frenar 
una rueda que gira alrededor de un punto distinto del centro 
del mundo, y que una estrella nueva también podría retardar 
al cielo si lo alejase del lugar al cual este tiende por naturaleza; 
pero “esto nunca ocurre en la circulación realizada alrededor 
del centro del mundo, porque nunca se mueve hacia arriba 
ni hacia abajo; y por tanto el movimiento no es retardado por 
la adición de una estrella” (“sed nunquam hoc in circulatione 
facta circa mundi centrum contingit, quia nunquam sursum 
et nunquam deorsum movetur: non ergo ex stellae additione 
motus tardabitur”—EN 1:306). El argumento de Galileo supo- 
ne que la rotación diurna es un atributo del firmamento, no 
de la Tierra; pero a juicio de Drake, como este es claramente 
un argumento ad homines, no debemos concluir que esa opi- 
nión de sus adversarios haya sido compartida por él. 

Este dato turístico fabuloso proviene de Aristóteles: 6 Se 
Kaúxasos [...] hAt0dTa1 TAC VOKTOG AVTOD TÁ ÚKpa uÉxpL 

Tod tpitOV UÉPoVS ATÓ TE TñC E «ai rá dro Tic EorÉpas 
(Meteor. 1, 13; 350*28-33). 

Shea (1977, p. 111) dice que el valor correcto debía ser 45.211; 
sin embargo, para un triángulo rectángulo con hipotenusa 
igual a 45.225 y altura igual a 1.216, mi computadora prescri- 
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be una base igual a 45.208,649272, un valor más próximo que 
el de Shea al que Galileo calculó a mano. 

Pero el telescopio también fortalece un poderoso argumen- 

to científico contra la traslación de la Tierra. Si esta cambia 
de posición, el ángulo que el telescopio hace con el horizonte 
cuando apunta a una estrella dada, digamos, en el solsticio de 
verano tiene que ser diferente del que forma con él cuando 
apunta a la misma estrella exactamente seis meses después. 
Pero antes de F. W. Bessel (1838) nadie logró comprobar tal 
diferencia en el caso de ninguna estrella. Los copernicanos se 
defendían de este argumento diciendo que las estrellas están 
demasiado lejos para que la diferencia sea detectable. Tenían 
razón, pues la distancia a las estrellas es inmensamente ma- 
yor que lo que nadie se habría figurado: 4 años-luz para la 
más próxima, 0. Centauri; más de 10 para 61 Cygni, la estrella 
estudiada por Bessel. Pero a los anticopernicanos tal defen- 
sa tenía que parecerles débil. En todo caso, J. Bradley (1728) 
observó que —debido al fenómeno llamado aberración de la 
luz— las estrellas fijas trazan anualmente una pequeña elipse 
en el cielo, que refleja la translación de la Tierra. 

Lettera a D. Benedetto Castelli [21 Decembre 1613], en Galileo, 
EN 5:281-288;. Cf. el “Avvertimento” de Favaro (EN 5:263ss). 
Ya el 16 de diciembre de 1611, Ludovico Cigoli le escribe a 
Galileo que una tropa de envidiosos de su virtud y sus méri- 
tos se reunía en casa del Arzobispo de Florencia, buscando 
enfurecidos la forma de reprocharle algo a propósito del mo- 
vimiento de la Tierra (o de otra cosa), y que una de esas per- 
sonas le había pedido a un predicador que anunciara en el 
púlpito que Galileo decía cosas extravagantes, pero que este, 
“como convenía a un buen cristiano y buen religioso”, se ha- 
bía negado a ello (EN 11:241). La carta a Castelli (EN 5:281- 
288) tiene fecha 21 de diciembre de 1613. En diciembre de 
1614, el fraile Tomasso Caccini O.P. predica en una iglesia 
florentina contra los matemáticos en general y contra Galileo 
en particular, por sostener doctrinas astronómicas reñidas con 
el texto de la Biblia. En febrero de 1615, Niccoló Lorini O.P. 
somete a la Inquisición de Roma una denuncia contra Galileo 
que incluye como prueba una copia de la carta a Castelli. La 
Inquisición romana concluyó que Galileo no se apartaba de la 
ortodoxia pero inició una consulta sobre el sistema copernica- 
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no. El 24 de febrero de 1616, un comité de once expertos opi- 
nó unánimemente que este sistema era falso desde un punto 
de vista filosófico y herético desde un punto de vista teológi- 
co. El 5 de marzo, la Congregación del Índice suspendió la 
circulación del De revolutionibus de Copérnico mientras no se 
corrigiesen sus errores y prohibió formalmente un libro co- 
pernicano de Foscarini. 

“Pare che quello de gli effetti naturali che o la sensata espe- 
rienza ci pone innanzi a gli occhi o le necessarie dimostrazio- 
ni ci concludono, non debba in conto alcuno esser revocato in 
dubbio per luoghi della Scrittura ch'avesser nelle parole diver- 
so sembiante, poi che non ogni detto della Scrittura € legato a 
obblighi cosi severi conYogni effetto di natura” (EN 5:283). 
Como la astronomía tradicional predecía la posición de los 
planetas utilizando distintas combinaciones equivalentes de 
movimientos circulares excéntricos o concéntricos, uniformes 
o uniformados con respecto a un ecuante, este tinglado ma- 
temático solía considerarse como una ficción instrumental, 
sobre todo entre los filósofos, que no sabían darle una expli- 
cación física. La Iglesia, representada por el docto Cardenal 
Bellarmino, pretendió que Galileo presentase el sistema coper- 
nicano en estos mismos términos, sin comprender que para él 
—como para Kepler— lo que estaba en juego era la posición 
efectiva de la Tierra, fija según Aristóteles y Tolomeo, móvil 
según Copernico. Cualesquiera que fuesen las herramientas 
utilizadas para calcular su trayectoria, quedaba en pie el hecho 
de que en el sistema copernicano la Tierra describía todos los 
años un círculo —o, según Kepler, una elipse casi circular— 
no solo alrededor del Sol sino también contra el fondo del 
cielo. Más tarde, algunos defensores de la Iglesia sostuvieron 
que, en ausencia de una explicación dinámica del sistema pla- 
netario como la establecida luego por Newton, daba lo mismo 
decir que la Tierra se mueve alrededor del Sol o que el conjun- 
to de las estrellas fijas al que pertenece el Sol se mueve alre- 
dedor de la Tierra. Con todo, no puedo creer que esta última 
descripción hubiese satisfecho a la Iglesia o al público de la 
época. (Descartes hizo frente a la misma dificultad sosteniedo 
que la Tierra debe considerarse inmóvil porque no se mueve 
respecto de su vecino inmediato, que es la atmósfera, aunque 
se mueva relativamente al Sol y a las estrellas fijas; pero así 
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y todo el filósofo francés juzgó prudente emigrar a Holanda 
para sustraerse al brazo secular de la Iglesia.) 

El movimiento de traslación de la Tierra es unas cien veces 
más rápido, pero no veo que figure en los argumentos de la 
época; tal vez daba miedo solo pensar en él. 

El efecto dinámico más famoso de la rotación de la Tierra 
—descubierto por Jean-Baptiste-Léon Foucault (1819-1868) — 
consiste en el desplazamiento periódico del plano de osci- 
lación de un péndulo respecto de los muros verticales del 
laboratorio terrestre en se encuentran. Los “péndulos de 
Foucault” que oscilan colgados del techo en diversos edificios 
públicos retornan cada 24 horas al mismo plano indicado por 
una recta en el suelo. Pero el efecto (iii) es perfectamente real, 
aunque muchísimo menor de lo que pensaban los anticoper- 
nicanos, y se manifiesta en el incremento muy pequeño pero 
significativo de la aceleración de gravedad con la latitud (esto 
se debe en parte también a que la superficie de la Tierra dista 
más del centro en el ecuador que en los polos). También existe 
un fenómeno afín al efecto (ii), aunque no se nota en las balas 
de cañón, sino más bien en los proyectiles intercontinentales: 
cuando se los dispara en la dirección de un meridiano son 
desvíados hacia el oriente o hacia el poniente —dependiendo 
del hemisferio en que estén y del polo al que se dirijan— por 
la llamada fuerza de Coriolis. Esta se manifiesta también en la 
circulación de la atmósfera, por ejemplo, en la dirección gene- 
ral en que típicamente se desplaza el ojo de los huracanes o 
tifones, según el hemisferio en que ocurran. 

“Sia dunque il principio della nostra contemplazione il consi- 
derare che qualunque moto venga attribuito alla Terra, e ne- 
cessario che a noi, come abitatori di quella ed in conseguenza 
partecipi del medesimo, ei resti del tutto impercettibile e come 
s'e' non fusse, mentre che noi riguardiamo solamente alle 
cose terrestri; ma é bene, allincontro, altrettanto necessario 
che il medesimo movimento ci si rappresenti comunissimo di 
tutti gli altri corpi ed oggetti visibili che, essendo separati dalla 
Terra, mancano di quello” (EN 7:139-140). 

“Fate muover la nave con quanta si voglia velocita; ché (pur 
che il moto sia uniforme e non fluttuante in qua e in la) voi 
non riconoscerete una minima mutazione in tutti li nomina- 
ti effetti, né da alcuno di quelli potrete comprender se la nave 
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cammina o pure sta ferma: voi saltando passerete nel tavolato 
i medesimi spazii che prima, né, perché la nave si muova ve- 
locissimamente, farete maggior salti verso la poppa che verso 
la prua, benché, nel tempo che voi state in aria, il tavolato sot- 
topostovi scorra verso la parte contraria al vostro salto; e get- 
tando alcuna cosa al compagno, non con piú forza bisognerá 
tirarla, per arrivarlo, se egli sará verso la prua e voi verso pop- 
pa, che se voi fuste situati per Popposito.” (EN 7:213). 

La situación presentada por Salviati evoca también el as- 
censor utilizado por Einstein para ilustrar su Principio de 
Equivalencia, cuyos ocupantes no pueden determinar median- 
te experimentos ejecutados a puertas cerradas si el ascensor 
sube con aceleración constante o reposa en un campo gravi- 
tacional uniforme. Más parecida que el ascensor de Einstein 
a la cabina náutica de Galileo —y también más familiar para 
el lector de hoy— es una cabina astronáutica dentro de la cual 
no es posible saber al momento y sin mirar hacia fuera si cae 
libremente en un campo gravitacional uniforme o reposa en 
un sistema inercial. 

La segunda edición de los Discorsi, publicada póstumamente 
en 1655, contiene una “prueba” de este postulado, que Galileo 
dictó antes de su muerte en 1642. Ella requiere supuestos adi- 
cionales —que Galileo importa de la estática— pues, como es 
obvio, los diversos comportamientos del móvil sobre planos 
con diferente inclinación no pueden deducirse de la definición 
de movimiento uniformemente acelerado.. 

Nótese la diferencia entre esta noción galileana de caída libre 
y la noción propia de la física clásica. La física clásica concibe 
el plano inclinado como un obstáculo parcial a la caída. 
Galileo habla de la amplitud y la altura de una semiparábola 
dada. Se refiere con ello a lo que, en la terminología adoptada 
por mí, se llamaría la amplitud y la altura del punto en que la 
semiparábola intersecta la base del cono. Sin embargo, cual- 
quier parábola T' que es la intersección de un cono finito K 
con un plano O es parte de una parábola más larga que es la 
intersección de Y con un cono K” que incluye a K como parte 
propia suya. Como la altura del cono empleado para determi- 
nar una semiparábola dada no desempeña ningún papel en la 
dinámica de Galileo, me parece que mi terminología expresa 
mejor su pensamiento que la suya. 
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Salviati prueba (I,) y (IL). El lector actual reconocerá en (M1) 
la definición corriente de la parábola por la ecuación y = ax? 
(en terminos de las coordenadas de un punto cualquiera en 
un sistema cartesiano con su origen en el ápice). 

Sobre los conceptos de amplitud y altura de una semiparábola, 
véase la nota 42. 

Anduvo cerca pero sin llegar a ello, por ejemplo, en este pa- 
saje: “Cualquiera que sea el grado de velocidad presente en el 
móvil, este le es impreso indeleblemente por su naturaleza cuan- 
do se eliminan las causas externas de aceleración o retardo, lo 
cual ocurre únicamente en el plano horizontal” (EN 8:243; énfa- 
sis mío — el texto original está entero en cursiva). 


AL CAPÍTULO 6 


1 


“La naturaleza y sus leyes yacían ocultas en la noche. / Dios 
dijo: ¡Hágase Newton!” y todo fue luz” (The Poems of Alexander 
Pope, ed. by John Butt; London: Methuen, 1963; p. 808). En 

el siglo XX otro gran poeta volverá a exaltar tan destempla- 
damente a uno de sus semejantes: “Stalin es el mediodía / la 
madurez del hombre y de los pueblos /.../ Enseñó a todos / a 
crecer, a crecer, / a plantas y metales, / a criaturas y ríos / les 
enseñó a crecer.” (Pablo Neruda, Obras; Buenos Aires: Losada, 
51993; pp. 81-12). 

Newton 1726, p. 530; trad. Rada, p. 785. El escolio general que 
incluye este pasaje no figuraba en la edición príncipe de 1687 
y fue agregado en la segunda edición, publicada en 1713. 

En la enseñanza de la física el segundo procedimiento ha lle- 
gado a prevalecer en tal medida que —excepto en las obras 

de historia de la ciencia— el otro, el directo, se presenta como 
solución al “problema inverso de Kepler”. 

El tratado De motu ha sobrevivido en cinco ejemplares. Tres de 
ellos ocupan, respectivamente, los folios 53-62v, 63-70 y 40-54 
del MS Add. 3965 de la colección de Portsmouth de manus- 
critos de Newton. Han sido editados por Hall y Hall 1962, pp. 
243-67, y por Herivel 1965, pp. 257-303. Siguiendo a Hall y 
Hall, los designo respectivamente con las letras B, C y D. Con 
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la abreviatura Ellipses me refiero al escrito On motion in ellipses 
que Newton escribió probablemente a principios de 1690 para 
el filósofo John Locke, a fin de ayudarle a entender su descu- 
brimiento. Este se conserva en un manuscrito hológrafo (MS 
Add. 3965, fols. 1-4, de la colección de Portsmouth), reprodu- 
cido en Hall y Hall 1962, pp. 293-301; también se halló una 
copia entre los papeles de Locke. 

“Sola vi insita corpus uniformiter in linea recta semper perge- 
re si nil impediat” (De motu D, Hall y Hall 1962, p. 243). Este 
es el Principio de Inercia. En Principia aparece como primer 
Axioma o Ley del Movimiento, en la formulación que cito en 
la $ 6.3. Compárese asimismo el enunciado de Ellipses: “Los 
cuerpos se mueven uniformemente en línea recta excepto en 
cuanto son frenados por la resistencia del medio o pertur- 
bados por alguna otra fuerza” (“Bodies move uniformly in 
straight lines unless so far as they are retarded by ye resis- 
tence of the medium or disturbed by some other force”—Hall 
y Hall 1962, p. 293). 

“Mutationem status movendi vel quiescendi proportionalem 
esse vi impressae et fieri secundum lineam rectam qua vis illa 
imprimitur” (De motu D, Hall y Hall 1962, p. 243). Compárese 
el enunciado de la segunda Ley del Movimiento, citado en la 

$ 6.3. 

“Corporum dato spatio inclusorum eosdem esse motus in- 

ter se sive spatium illud quiescat sive moveat id perpetuo 

et uniformiter in directum absque motu circulari” (De motu 
D, Hall y Hall 1962, p. 243). El latín “inter se' expresa clara- 
mente que lo que en mi traducción llamo “movimientos re- 
lativos de los cuerpos' son los de cada uno de estos respecto 
de otro cualquiera de ellos. En Principia este texto —con pe- 
queños cambios— se presenta como corolario V de las Leyes 
del Movimiento. Es el Principio de Relatividad de Newton (a 
veces atribuido falsamente a Galileo). Según este principio, 
los fenómenos del movimiento no permiten distinguir entre 
el reposo y el movimiento uniforme en línea recta. Según el 
Principio de Relatividad proclamado a principios del siglo XX 
por Poincaré y Einstein, tal distingo no puede basarse en nin- 
gún tipo de fenómenos. A este respecto, conviene recordar 
que el programa de Newton supone que todos los fenómenos 
dependen de las fuerzas naturales que se pueden conocer por 
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los fenómenos del movimiento (1726, Prefacio del autor; trad. 
Rada, p. 98). A la luz de esto me parece claro que Poincaré 

y Einstein no ampliaron el alcance original del Principio de 
Relatividad de Newton, sino que lo hicieron explícito. 
“Lemma 2. Spatium quod corpus urgente quacunque vi cen- 
tripeta ipso motus initio describit, esse in duplicata ratione 
temporis” (De motu D, Hall y Hall 1962, p. 244). Corresponde 
al lema X de Principia, libro 1, sección 1 (1687, p. 32; trad. 
Rada, p. 164). 

En el manuscrito —que no he visto— tanto Herivel (1965, p. 
300) como Hall y Hall (1962, p. 245) leen el término central 
de las desigualdades (6.1) y (6.2) como ABC/ADEG. Tengo, 
sin embargo, dos motivos para creer que en el denominador 
debe ir C en vez de G: 1? la desigualdad (6.1) se basa en las 
desigualdades AABF< ABC< AABG y AADEG > ADEC > 
AADH, mencionadas antes; 2% un poco más adelante, Newton 
dice que la razón ABC/ADEC es “intermedia” precisamen- 

te entre AAbf/ AAde y AAbg/AAdh, esto es, entre el primer y 
el último término de (6.2). Me parece improbable que tanto 
Herivel como los Hall hayan copiado mal el manuscrito que 
leyeron; pero no es inverosímil que su autor tuviera aquí un 
lapsus calami. 

En el enunciado de Principia se menciona la hipérbola, que 
Newton seguramente omitió en el De motu porque el argu- 
mento que sigue solo concierne a trayectorias elípticas. Pero 
también se expresa una condición sin la cual la proposición 
es falsa, a saber, que los paralelógramos comparados estén 
ambos circunscritos “en torno a diámetros conjugados”. Esto 
significa que en cada paralelógramo, los lados adyacentes tie- 
nen que ser respectivamente paralelos a dos diámetros conju- 
gados de la elipse. 

Esto se expresa claramente en Principia, libro I, sección II, teore- 
ma l. También en Ellipses, cuya Prop. 1 reza así: “Si un cuerpo se 
mueve en el vacío y es atraído continuamente hacia un centro in- 
móvil, se moverá constantemente en el mismo plano y describirá 
en ese plano áreas iguales en tiempos iguales” (p. 293). 

“Sunto jam haec triangula numero infinita, et infinite parva, 
sic ut singulis temporis momentis singula respondeant trian- 
gula, cogente vi centripeta sine remissione, et constabit pro- 
positio” (Hall y Hall, p. 248). Cf. Ellipses, pp. 294-95: “Suppose 
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now that the moments of time be diminished in length 6 
encreased in number in infinitum, so yt the impulses or im- 
pressions of ye attraction may become continuall €: that ye 
line BCDEFG by ye infinite number 6 infinite littleness of its 
sides BC, CD, DE $c. may become a curve one: 6 the body by 
the continual attraction shall describe areas of this Curve [...] 
proportionall to the times in wch they are described.” 

Como veremos en el $ 6.1.8, el teorema 4 establece la validez 
de la tercera ley de Kepler en el caso de los cuerpos que trazan 
una órbita elíptica bajo la acción de una fuerza inversamente 
proporcional al cuadrado de la distancia entre el cuerpo y el 
punto fijo al que apunta la fuerza. 

Los corolarios 4 y 5 enunciados por Newton son más débiles 
que los presentados aquí, ya que omiten la cláusula “y a la in- 
versa” (et vice versa) que figura en el corolario 3. Es claro, sin 
embargo, que el argumento algebraico que lleva del corolario 
3 alos dos siguientes preserva la validez de esta cláusula. 

En otras palabras, la fuerza centrípeta en cuestión es propot- 


cional a lim Se 
e” sp?xQoT? 
mite: “si modo solidi illius ea semper sumatur quantitas quae 
ultimo fit ubi coeunt punta P et Q” (Hall y Hall, p. 250). 

De Gandt 1995, p. 32, comenta acertadamente: “El segmento 
OR es pues una muy pequeña —naciente o infinitesimal— 
trayectoria de caída [...]. La fuerza que actúa en el punto [P] es 
análoga al peso”. 

Hoy diríamos que f es proporcional a OR/(SP?x QT”). De 
Gandt conjetura que Newton prefirió referirse a la proporción 
inversa “por una preocupación (ya un tanto anacrónica en su 


. La cláusula final expresa el paso al lí- 


tiempo) por el realismo de las dimensiones...: (SP? x QT?)/OR 
tiene dimensión 3 y es por ende un “volumen”, mientras que 
OR/(SP? x OT?) tiene dimensión -3 y carece de significación 
intuitiva” (1995, p. 32). 

ZOR Y AZTP = ASPA, porque (i) son triángulos rectán- 
gulos y (ii) Z4QZR = ZASP. (i) es obvio, pues ZT | SP por 
construcción y el ASPA está inscrito en un semicírculo. La 
igualdad (ii) se prueba así: ZASP = OPS (el ASOP es isós- 
celes, pues sus lados OS y OP son radios del círculo); OPS + 
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ZTPZ= ZOPZ=907 (el radio OP es perpendicular a la tan- 


gente PZ); ZOZR + ZTPZ=907 (son los dos ángulos meno- 
res de un triángulo rectángulo); por tanto, 4QZR = ZOPS = 
ZLASP. 

CA x CB es igual a un cuarto del área del rectángulo circuns- 
crito a la elipse, dos de cuyos lados la tocan en A y B, res- 
pectivamente. Conforme al teorema 7.31 de Apolonio, este 
rectángulo es igual al paralelógramo cuyos cuatro lados tocan 
a la elipse en G, K, P y D, respectivamente. CD x PF es igual a 
un cuarto del área de este paralelógramo (CD es igual a la mi- 
tad de uno de sus lados y PF es la mitad de la altura levantada 
desde ese lado). 

Esta es la llamada “propiedad óp- R 

tica” de las elipses, que inspira el P 
nombre de focos”: en virtud de 
ella, un rayo de luz emitido en el 
foco S y reflejado en el punto P lle- 
ga precisamente al foco H y vice- 
versa. 

Por la definición de la elipse (p. 288). 

La tercera línea se obtiene multiplicando el numerador y el 
denominador de la cuarta por (CB? x PC). La segunda línea se 
deriva de la tercera reemplazando 2CB? por ACx£ (6.17). El 
lado derecho de la primera línea se obtiene multiplicando el 
numerador y denominador de la segunda por CD? y reorde- 
nando factores. 

“Sint autem figurae POR, PMN indefinite parvae” (Hall y Hall 
1962, p. 253). 

Para obtener (6.27), multiplíquense ambos lados de (6.26) por 


OR x SP?. Para obtener (6.28), conviene recordar que un cír- 
culo es una elipse cuyos focos coinciden; por tanto, el latus 
rectum del círculo es igual al diámetro. (6.28) resulta entonces 
simplemente de aplicar el resultado (6.27) al círculo de centro 
S y radio SP: réemplacese € por 2SP, y OR y QT por los seg- 
mentos correspondientes MN y MV. 

“Ergo QT? ad MV? est ut € ad 25P, et OT ad MV ut medium 
proportionale inter L et 25P seu PD ad 2SP” (Herivel 1965, p. 
264; reemplazo su exponente q [quadratus] con 2 y su constan- 
te L con la mía £). Hall y Hall imprimen, erróneamente, “inter 
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Lx2SP” en vez de “inter L et 25P” (Hall y Hall, p. 253). Tal 
vez confundido por ello, Brackenridge 1995, p. 121, traduce 
mal y comenta peor; tras derivar nuestra ecuación (6.29) agre- 
ga: “or what is equivalent, QT/ MVis the mean proportional 
between € and 25P” (!!). De Gandt 1995, p. 41, traduce el pasa- 
je correctamente. 

Por el área generada (genita) en un tiempo dado Newton en- 
tiende, sin duda, el área barrida en ese tiempo por el radio 
vector que une el centro S de la fuerza con el punto de la órbi- 
ta donde está situado el cuerpo que gira en ella. 

Alguien podría alegar que Newton aquí da por establecido que 
la ecuación diferencial que gobierna la trayectoria tiene una 
solución única, siendo así que en las Proposiciones 1.11, 1.12 
y 1.13 solo ha demostrado que tal solución existe. El distin- 
guido matemático ruso V. I. Arnol'd ha salido al encuentro de 
esta objeción. Nos recuerda que los ejemplos de ecuaciones 
diferenciales cuyas soluciones, aunque existen, no satisfacen 
el requisito de unicidad suponen un concepto de función mu- 
cho más amplio que el adoptado por Newton y sus contem- 
poráneos. Con todo, la unicidad se infiere de la existencia “si la 
solución producida depende diferenciablemente (smoothly) de 
la condición inicial.” Según Arnol'd, en Principia 1.17 Newton 
produce soluciones para todas las condiciones iniciales posi- 
bles en términos tales que no cabe duda de que cada solución 
depende diferenciablemente de las condiciones respectivas. 
“Claro, uno podría objetar que Newton no conocía este teo- 
rema... Pero ciertamente lo conocía en esencia.” (Cf. Arnold 
1990, p. 30-33). 

El intervalo cerrado [a,b] comprende todos los x e RR tales que 
a<x<b, 

Véase, por ejemplo, Courant 1937, 1:131-134. La definición de 
integral propuesta en la p. 254 es la más sencilla y rudimen- 
taria posible. Definiciones más complejas y sutiles, propuestas 
por Riemann, Lebesgue y Stieltjes, aseguran la integrabi- 
lidad de funciones local y aún globalmente discontinuas. 
Considérese, por ejemplo, la función real definida por la doble 
condición f(x) = 1 si x es irracional y f(x) = 0 si x es racional. 
Obviamente, en el sentido definido allí, la integral Bl f(o)dx 
no existe. Pero si adoptamos la definición de Lebesgue, 


Sofia existe y es igual a 1. 
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El nombre latino exhaustio ('agotamiento') que se le da a este 
método en la literatura actual fue introducido por Grégoire de 
Saint-Vincent (1584-1667), en Opus geometricum quadraturae 
circuli et secionum coni (Amberes 1647), p. 739. Debo esta in- 
formación a Baron 1969, p. 34n. 

Aúo ueyedOv dvicov éxeyuévov, do do to neilovos 
dparpeBR neifov $ to Mutov kal TOD xarodermonévov uetCov 
% 70 fuov, xa todto del yiyvntoa, AeipOhoetal si uéyeDos, O 
goto gha.coov TOV ¿xxeyuévoo ¿Adocovos uey¿Bons. 
Euclides no impone expresamente esta condición, pero la da 
por supuesta cuando enseguida invoca la Definición V.4. 

En su demostración, Euclides pide que los sustraendos p,,..., 
Pp, sean en cada caso mayores que la mitad del respectivo mi- 
nuendo. Pero al final de la demostración anota que el teorema 
puede establecerse del mismo modo si los sustraendos se to- 
man iguales a la mitad de los respectivos minuendos (óuotws 
Se SerxOhoetor, xd quion Ñ TO Uparpodueva). 

Ot kúÚx2o1 poc GAAMA0VS elo iv 05 TO GTO TOV La nÉTpOV te- 
TPÁYOVO. 

téuvovtec ÓN TOC VrOAerronévos repipepelas Óixa kai émi- 
Cevyvúvtec edBelas ko tOdTO Gel TOLODVTEC kOTadeiyoév 
tia drotunuara tod kúxloV, QU ¿ota ¿Adocova TÁ 
brepoxñc, h drepéxel 6 EZHO xóxkoc 100 E xopiov. Nuestro 
círculo k, corresponde a lo que Euclides llama “el círculo 
EZHO”. 

Para mayor precisión, pongo T- k, = 6. Sea O tal que 

FP?: BD? =0:0. Entonces, nuestra aseveración es satisfecha 
por el área S = k, — O. En efecto, T:k, = FH?: BD? =8:0 im- 
plica que FH?: BD? = (T- 0): (k, — 0) =K): $. 

Presumo que para Newton la expresión in infinitum utili- 
zada aquí significaba lo mismo que el adverbio indefinite 
(“indefinidamente”) que le hemos visto usar en De motu (de- 
mostración del teorema 3). 

En otras palabras, si R y S son las áreas de dos figuras seme- 
jantes cuyos lados son, respectivamente, F;,..., Ty, Y S1»..., Sp, €N- 
tONCES 14:51, Ta!S7..., Ta: Sp Y R:S =r/?: sj? para cualquier valor 
del índice k. 

Digo que una curva es lisa en un punto si su dirección no 
cambia abruptamente en ese punto (por ejemplo, la curva de 
la figura adjunta es lisa en todos sus puntos excepto P). Por 
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tanto, si la curva es lisa en un punto A, la curva tiene en A 
una tangente bien definida. Newton expresa 

esta condición de una manera equivalente: A 

debe ser un punto “in medio curvaturae con- 

tinuae”, de modo que el círculo osculante a la 

curva en A esté bien definido. Esta propiedad 

se utiliza para probar el lema: si este fuese P 

falso, en el límite B> A el ZBAD coincidiría 

con un ángulo finito comprendido entre la tangente y el círcu- 
lo osculante, en cuyo caso, “contra lo supuesto, la curvatura en 
el punto A no será continua” (1726, p. 31). 

Se ha objetado que esta definición es circular, pues la den- 
sidad —dicen— debe entenderse en términos de la masa. 

Sin embargo, me parece que Newton, que inventó el cálculo 
infinitesimal, bien podría haber concebido la densidad como 
un campo escalar (una función continua que asigna un núme- 
ro real a cada punto del espacio) y la masa como la integral de 
la densidad sobre la región que ocupa el cuerpo considerado. 
Me atrevería a decir que la Definición 1 nos ofrece una prueba 
elocuente de que la concebía de este modo, incluso si no hay 
otro testimonio de ello. 

Todos los ejemplos están tomados de los apéndices sobre el 
uso del término “fuerza” por Galileo, Descartes y Huygens en 
el libro de Westfall (1971). Las dos primeras citas proceden de 
Huygens, OC 19:95 y 9:456, respectivamente. Westfall (1971, 
pp. 542-43) dice que en los escritos de Borelli “force” es más 
bien intuitivo y no técnico, que se refiere a cualquier fuente 
aparente de actividad, y que a menudo es imposible decidir si 
“forza” debe traducirse al inglés como “force” o como “strength. 
A mí me parece que lo mismo vale para los otros autores que 
acabo de nombrar. Por cierto, el significado medular de la voz 
latina vis y sus equivalentes en otras lenguas romances (en 
castellano, fuerza”) abarca el de las dos voces inglesas force y 
strength. 

De Gandt (1995), capítulo 2, hace una presentación concisa y 
sumamente iluminadora de los conceptos de fuerza en el siglo 
XVII. 

Basándose en la forma de la letra de Newton, los editores de 
este manuscrito estiman que fue redactado entre 1664 y 1668 
(Hall y Hall 1962, pp. 89-90). Más tarde, Betty Jo Dobbs (1991, 
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p. 141) sostuvo que data de 1684 o principios de 1685. Para 
defender esta tesis, además de la afinidad conceptual entre el 
manuscrito y Principia (1687) —que ha llamado la atención a 
muchos estudiosos, incluido el presente autor—, Dobbs aduce 
la frase inicial que, según ella, está en directa corresponden- 
cia con los temas de los libros 1 y 11 de Principia, puesto que 
alude a dos métodos apropiados “to treat the science of gravi- 
ty and of the equilibrium of fluids and solid bodies in fluids”. 
Sin embargo, como oportunamente ha señalado Howard Stein 
(2002, pp. 298s., n. 27), la traducción inglesa que hicieron 

los Hall, de donde Dobbs copia esa frase, contiene numero- 
sos errores, empezando por este: la frase latina original —“de 
gravitatione et aequipondio fuidorum et solidorum in fluidis 
scientiam duplici methodo traere convenit” (Hall y Hall 1962, 
p. 90) — no nombra “la ciencia de la gravedad” (the science of 
gravity) que será tema capital de los Principia, sino la cien- 

cia que estudia el peso y el equilibrio de los fluidos y de los 
sólidos sumergidos en ellos, esto es, el tema del tratado de 
Arquímedes De corporibus fluitantibus (véase arriba, la $3.2). 
Cf. la Def. 2 del De motu, citada en la $6.1.1. 

Cf. la Def. 1 del De motu, citada en la $6.1.1. 

Recordemos que la Ley Primera y la Ley Segunda correponden 
respectivamente a las Leyes 1 y 2 del De motu citadas en la 
$6.1.1. Véanse las nota 5 y 6. 

En la traducción inglesa de Motte, revisada por Cajori, la frase 
“gravitas uniformis' se traduce “the uniform force ofits gravi- 
ty”, esto es la fuerza uniforme de su gravedad”. Como 'vires' y 
“vim totam' se traducen con “forces” (“fuerzas”) and “whole for- 
ce” (fuerza total”), respectivamente, Newton aparece utilizando 
la misma palabra “force” ('fuerza”) para designar las dos canti- 
dades f and F en una misma oración. 

He aquí otro ejemplo. En los corolarios al lema X del libro 

I, Sección 1 (1726, p. 34; trad. Rada, p. 165) leemos que las 
distancias que recorren cuerpos urgidos por fuerzas diferen- 
tes son entre sí, “en el inicio mismo del movimiento, como 
las fuerzas multiplicadas por los cuadrados de los tiempos” 
(Corol. 3); por tanto, “las fuerzas (vires) son directamente pro- 
porcionales a los espacios descritos en el inicio mismo del 
movimiento e inversamente proporcionales a los cuadrados de 
los tiempos” (Corol. 4). Obviamente, s/t? es proporcional a |f] 
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(la magnitud de f), no a |F|. 

Por esto, ocasionalmente me tomaré la libertad de decir que 
una fuerza gravitacional es ejercida sobre un cuerpo por otro 
cuerpo. Si a un lector le incomoda esta manera de hablar pue- 
de reemplazar “por' con “desde”. 

En virtud de este requisito, un cuerpo rígido consta por los 
menos de cuatro partículas. 

Los astrónomos griegos tenían tal confianza en este están- 
dar que cuando se percataron de que la rotación cotidiana 

del Sol alrededor de los polos no está sincronizada con la del 
firmamento y que el cociente entre sus respectivas velocidades 
angulares fluctúa periódicamente, concluyeron sin titubear 
que el movimiento aparente del Sol no es uniforme. 

El momento angular de la Tierra decrece muy lenta pero cons- 
tantemente debido al roce de las mareas. A corto plazo, claro, 
el momento angular de la Tierra es prácticamente constante; 
pero, por eso mismo, su velocidad angular fluctúa si cambia 
la distribución de la masa del planeta alrededor de su eje. La 
continua redistribución del agua entre los océanos, la atmósfe- 
ra y los casquetes polares determina, por eso, pequeñas varia- 
ciones en el período de rotación de la Tierra. 

Inmediatamente después del pasaje recién citado, Newton 
describe y comenta el célebre experimento del cubo de agua: 
“Si se cuelga un cubo de un hilo muy largo y se gira constan- 
temente hasta que el hilo por el torcimiento se ponga muy 
rígido y después se llena de agua y se deja en reposo a la vez 
que el agua, y entonces con un empujón súbito se hace gi- 
rar continuamente en sentido contrario y, mientras se relaja 
el hilo, persevera durante un tiempo en tal movimiento, la 
superficie del agua será plana al principio, al igual que antes 
del movimiento del vaso, pero después, al transmitir éste su 
fuerza poco a poco al agua, hace que esta también empiece a 
girar sensiblemente, se vaya apartando poco a poco del cen- 
tro y ascienda hacia los bordes del vaso, formando una figura 
cóncava [...], y con un movimiento siempre creciente sube 
más y más hasta que efectuando sus revoluciones en tiempos 
iguales que el vaso, repose relativamente en él. Muestra este 
ascenso el intento de separarse del centro del movimiento, y 
por tal intento se manifiesta y se mide el movimiento circu- 
lar verdadero y absoluto del agua, y aquí contrario totalmen- 


Notas a las páginas 278-283 


54 


55 


56 


te al movimiento relativo. Al principio, cuando mayor era el 
movimiento relativo del agua en el vaso, ese movimiento no 
engendraba ningún intento de separación del eje; el agua no 
buscaba el borde subiendo por los costados del vaso, sino que 
permanecía plana, y por tanto su movimiento circular verda- 
dero no había aún empezado, pero después cuando decreció 
el movimiento relativo del agua, su ascensión por los costa- 
dos del vaso indicaba el intento de separarse del eje y este 
conato mostraba su movimiento circular, verdadero y siem- 
pre creciente y al final convertido en máximo cuando el agua 
reposaba relativamente en el vaso. Por tanto, este conato no 
depende de la traslación del agua respecto de los cuerpos cir- 
cundantes y, por tanto, el movimiento circular verdadero no 
puede definirse por tales traslaciones. Único es el movimiento 
circular verdadero de cualquier cuerpo que gira, y responde 

a un conato único como un verdadero y adecuado efecto; los 
movimientos relativos, en cambio, por las múltiples relaciones 
externas, son innumerables, pero como las relaciones care- 
cen por completo de efectos verdaderos, a no ser en tanto que 
participan de aquel único y verdadero movimiento” (Newton 
1687, pp. 9-10; trad. Rada pp. 131-132). Demás está recordar 
que el experimento del cubo se desarrolla de la misma mane- 
ra si el cubo inicialmente reposa relativamente al cielo de las 
estrellas fijas, o si se mueve relativamente a ellas con veloci- 
dad constante en una dirección perpendicular al hilo del cual 
pende. 

Lange no especifica que las trayectorias de las tres partículas 
no pueden ser colineales; pero este requisito es indispensable 
(véase Robertson y Noonan 1969, p. 13). Por otro lado, la con- 
dición de que las trayectorias no sean coplanares —estipulada 
por von Laue (1955, p. 3)— es innecesaria. 

Expliqué concisamente una forma posible de articular tal es- 
tructura en Torretti (2006), pp. 7-8. 

Bradwardine (c.1290-1349), Oresme (1323-1382), Crescas 
(c.1340-c.1411). F. M. Cornford (1936) equiparó esta noción 
de espacio absoluto con el vacío de los atomistas griegos, el 
cual —como él señala— hizo su aparición al mismo tiempo 
que la geometría. Pero hay profundas diferencias entre el va- 
cío de los atomistas, que existe desde toda la eternidad fuera 
de los cuerpos, y el espacio de Newton (y de los teólogos me- 
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dievales mencionados) en el cual Dios colocó todos los cuer- 
pos al momento de crearlos. De todos modos, es probable que 
los filósofos de la naturaleza del cinquecento italiano —como 
Giordano Bruno, un partidario entusiasta del espacio absolu- 
to— hayan recibido inspiración del atomista Lucrecio, quien 
se refiere al vacío como spatium inane. 

“Spatium est entis quatenus ens affectio. Nullum ens existit 
vel potest existere quod non aliquo modo ad spatium refertur. 
Deus est ubique, mentes creatae sunt alicubi, et corpus in spa- 
tio quod implet, et quicquid nec ubique nec ullibi est id non 
est.” (Hall and Hall 1962, p. 103). 

“Quemadmodum enim durationis partes per ordinem indi- 
viduantur, ita ut (instantiae gratia) dies hesternus si ordinem 
cum hodierno die commutare posset et evadere posterior, in- 
dividuationem amitteret et non amplius esset hesternus dies 
sed hodiernus: Sic spatij partes per earum positiones indivi- 
duantur ita ut si duae quaevis possent positiones commutare, 
individuationem simul commutarent, et utraque in alteram 
numerice converteretur. Propter solum ordinem et positiones 
inter se partes durationis et spatij intelliguntur esse eaedem 
ipsae quae revera sunt; nec habent aliud individuationis prin- 
cipium praeter ordinem et positiones istas, quas proinde mu- 
tare nequeunt.” (Hall and Hall 1962, p. 103). 

De las cosas mundanas, pues la Trinidad cristiana, si fuese 
absoluto concebible, caería sin duda bajo un concepto como 
este. 

Sean S y T dos realizaciones de un misma especie de estructu- 
ra. Un isomorfismo q: S > Tes una aplicación biyectiva (uno- 
a-uno) de S sobre T que preserva la estructura; esto es, una 
función que asigna en forma exclusiva un elemento p(x) de 
Ta cada elemento x de S de tal modo que si x, y, 2,... € S po- 
seen cierta propiedad estructural o tienen entre ellos cierta re- 
lación estructural entre ellos, los elementos correspondientes 
p(x), p(y), p(Z),... € T poseen la propiedad homóloga o tienen 
entre ellos la relación homóloga. Un isomorfismo q: S > S es 
un automorfismo de S. Obviamente, la identidad, esto es la fun- 
ción x > x, que asigna cada x e S exclusivamente a sí mismo, 
es un automorfismo de S. Un ejemplo sencillo de estructura 
que no admite otro automorfismo que la identidad es el anillo 
de los enteros módulo 3, esto es, el conjunto (0, 1, 2], con adi- 
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ción definida por0+a=a+0=a,1+1=2,1+2=2+1=0, 
2 +2 =1, y multiplicación definida por0xa=ax0=0,1x1 
1,11x2=2x1=2,2x2=0. Para comprobarlo, obsérvese 
que, si $ es un automorfismo de este anillo, entonces, (0) = 
O. En efecto, si p(0) = 1, p(1) + 1, y p(0) x p(1) = p(1) + p(0), 
y otro tanto ocurre, mutatis mutandis, si p(0)= 2; así, p es un 
automorfismo en ninguno de los dos casos. Por tanto, o bien 
Q es la identidad, o bien q(1) = 2 and q(2) = 1. Pero en este úl- 
timo caso, (2) x p(2) = 1% p(1), y y no es un automorfismo. 
Por otra parte, el grupo de los enteros módulo 3, esto es, el 
conjunto (0, 1, 2), con la adición definida como antes, pero 
sin multiplicación, admite el automorfismo (0) =0, p(1) =2, 
(2) = 1, como el lector podrá fácilmente comprobar. 
Logramos una comprensión más natural de los marcos iner- 
ciales y su equivalencia en la física newtoniana si —con re- 
suelto anacronismo— tomamos como punto de partida no ya 
el espacio y el tiempo newtonianos, sino el espaciotiempo neo- 
newtoniano. Véase, por ejemplo, Ellis y Williams (1988, pp. 


6-13), Friedman (1983, pp. 71-86) o Torretti (1983, pp. 20-31). 


Pero Leibniz nunca osó pensar que un sistema relacional “tie- 
ne su propio modo de ser, que no pertenece a las sustancias 
ni a los accidentes” y sostuvo que el espacio es “una mera 
cosa ideal” que los hombres conciben olvidando los cuerpos y 
prestando atención solo al orden abstracto de su coexistencia. 
Véase Leibniz, GP, 7:400-402. 

En la tercera edición de Principia —que es la que Rada si- 
gue— no aparecen las palabras “la eternidad y la infinitud” 
(Newton 1726, p. 528). 

Este libro solo ha sobrevivido en una traducción árabe, que 
no hace mucho fue vertida al inglés por Toomer (Apollonius 
1996). Como no conozco el árabe y no he tenido acceso a esta 
versión inglesa, en mi exposición sigo a Densmore (1996), pp. 
407-412. 
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